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PREFACE. 


La  Belgique,  victime  de  cruelles  violences,  a  rencontré, 
dans  ses  épreuves,  de  grands  et  de  nombreux  témoignages  de 
sympathie.  L'Université  de  Louvain  en  a  recueilli  sa  part. 
Ses  professeurs,  dispersés  après  le  désastre  de  la  ville,  ont 
été  invités  dans  des  Universités  étrangères.  Beaucoup  y 
ont  trouvé  un  asile,  quelques-uns  même  la  possibilité  de 
poursuivre  leur  enseignement.  Ainsi,  j'ai  été  appelé  à  faire 
des  conférences  à  l'Université  Harvard  en  Amérique  l'année 
dernière,  puis  cette  année  au  Collège  de  France.  Le  présent 
Volume  contient  la  matière  des  Leçons  que  j'ai  faites  au 
Collège  de  France  entre  décembre  1913  et  mars  1916. 
Il  est,  après  bien  d'autres,  un  modeste  souvenir  de  ces 
événements. 

Cet  Ouvrage  a  été  divisé  en  trois  Parties. 

Dans  les  deux  premières,  j'étudie  les  fonctions  additues 
d'ensemble.  J'appelle  ainsi  les  fonctions  dont  la  valeur  sur 
une  somme  d'ensembles  est  la  somme  des  valeurs  sur  chaque 
terme.  Ces  termes,  deux  à  deux  sans  point  commun,  peuvent 
être  en  nombre  infini.  Je  m'étais  déjà  occupé  de  ces  fonctions 
dans  mes  Leçons  de  Harvard  qui  ont  été  partiellement 
publiées  dans  les  Transactions  of  llie  american  mathema- 
tical  Society,  1913  (*).  Mais  ici  je  précise  mieux  les  ques- 
tions et  j'introduis  de  nouvelles  méthodes. 

(')  Une  partie  des  résultais  établis  dans  cet  article  se  trouvaient  dans  la 
troisième  édition  du  Tome  II  de  mon  Cours  d'Aiia/yse,  qui  était  sous  presse  lors 
de  l'incendie  de  Louvain.  Les  Allemands  ont  brûlé  cet  Ouvrage  :  toutes  les 
installations  de  mon  éditeur  ont,  on  effet,  partagé  le  sort  de  la  bililiollièque  de 
l'Université. 
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La  notion  g-énérale  de  fonction  additive  d'ensemble  est 
une  des  plus  importantes  que  Ton  doive  à  M.  H.  Lehesj^ue 
(if)io).  .le  me  suis  proposé  dans  ces  Leçons  de  pousser 
aussi  loin  que  possible  l'analyse  de  Vaclditi\ifr  el  de  dé^^ager 
les  conséquences,  singulièrement  précises,  que  cette  pro- 
priété entraîne  à  elle  seule  pour  la  fonction. 

La  plus  simple  et  la  première  connue  des  fonctions  addi- 
tives  d'ensemble  est  la  mcsunt.  \L  I'].  lîorel  en  a  donné  la 
définition  dès  i(S()8  et  cette  délinilion  a  été  le  point  de  départ 
de  la  théorie  tout  entière.  C'est  cette  fonction  (jue  j'étudie, 
pour  commencer,  dans  la  première  Partie.  La  mesure  est 
une  fonction,  non  négative,  préalablement  définie  sur  certains 
ensembles  particuliers  :  les  figures  élémentaires.  Pour 
obtenir  sa  définition  sur  les  autres,  posons-nous  la  tjuestion 
suivante  :  «  Trouver  tous  les  autres  ensembles  sur  lestjuels  la 
mesure  est  définie,  à  partir  des  précédents,  par  la  seule  con- 
dition d'être  additive.  »  Ce  sont  les  ensembles  mesurables. 

On  voit  (pic  la  (juestion  de  la  mesure  ainsi  posée  rentre 
dans  un  problème  plus  général  assez  complexe  :  "  Une 
fonction  étant  donnée  sur  certains  ensembles  particuliers, 
tels  les  domaines  élémentaires,  existe-t-il  une  fonction  addi- 
tive d'ensemble  qui  coïncide  avec  la  précédente  sur  les  do- 
maines"? »  Cette  question  fondamentale  est  résolue  dans  la 
seconde  l*artie  de  ces  Leçons,  La  conclusion  peimet  de 
reconnaître  rpril  y  a  complète  écjuivalcnce  entre  les  défini- 
tions d'une  fonction  d'ensemble  additive  d  d  iiiic  loiictioii 
de  point  à  variation  bornée,  sous  la  condition  de  continuité. 

Parmi  les  fonctions  additives  d'ensemble,  les  plus  impor- 
tantes sont  les  U)i\c\.\ons>ohs<)liirn('n!  continues,  cpii  se  confon- 
dent avec  les  inli' ni-alr.s  inihliiiirs  ilr  Lihos^ur  et  dont 
\L  Lebesgue  a  lait  la  tbéoric  cotiiplètc  La  dti  i\  atioii  de  ces 
fonctions  est  étudit'e,  dans  la  seconde  Partie,  par  la  nn-lliode 
noii\eIle  des  irsran.v.  Cette  inéllidde,  (li''j;"i  ntilisee  diins  mes 
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Leçons  de  Harvard,  ne  montre  cependant  tous  ses  avantages 
que  par  l'emploi  des  réseaux  conjugués  qui  interviennent 
ici  pour  la  première  fois.  Fà\q  se  suffit  à  elle-même  (sans 
recours  au  théorème  géométrique  de  M.  Yitali)  et  les 
démonstrations  auxquelles  elle  conduit  sont  plus  naturelles 
et  plus  simples.  Enfin,  elle  paraît  s'imposer  dans  la  dériva- 
tion des  fonctions  additives  qui  ne  sont  pas  absolument 
continues. 

Toutes  ces  questions  sont  surtout  d'ordre  métrique.  Dans 
la  troisième  Partie,  j'aborde  des  questions  d'ordre  plus 
exclusivement  descriptifs  étroitement  liées  cependant  aux 
précédentes.  Il  s'agit  de  la  répartition  des  fonctions  dans  les 
classes  successives  de  Daire^  du  théorème  de  M.  Baire  sur 
les  fonctions  de  classe  i  et  des  extensions  de  ce  théorème  que 
Ton  doit  à  M.  Lebesgue.  Je  pense  avoir  simplifié  et  com- 
plété l'exposition  de  ces  théories  si  intéressantes  par  l'intro- 
duction de  nouvelles  méthodes  et  l'addition  de  nouveaux 
résultats. 

Les  questions  traitées  dans  cet  Ouvrage  appartiennent  à 
la  théorie  récente  des  fonctions  dont  MM.  Borel,  Baiie  et 
Lebesgue  sont  les  fondateurs.  Au  cours  de  ses  profondes 
recherches,  M.  Baire  a  limité  un  domaine  fonctionnel  réel 
qui  suffij,  à  tous  les  besoins  de  l'Analyse  et  au  delà  duquel 
toutes  les  généralisations  paraissent  condamnées  à  être 
vaines  et  stériles.  Les  fonctions  de  ce  domaine  jouissent  de 
propriétés  communes,  bien  précises.  Les  méthodes  géné- 
rales de  l'Analyse  leur  sont  applicables;  et  leur  théorie, 
déjà  riche  de  résultats,  peut  être  considérée  comme  la 
théorie  générale  des  fonctions  de  variables  réelles,  (l'est 
là  un  progrès  fondamental  au  point  de  vue  philosophique 
et  il  est  dû  surtout  à  M.  Lebesgue.  Plus  qu'aucun  autre, 
M.  Lebesgue  a  contribué  à  mettre  de  l'unité  dans  la  théorie 
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des  fonctions  de  varialiles  réelles  et  à  lui  assurer  par  là  le 
caractère  esthétique  <jui  lui  manquait.  J'aurai  atteint  mon 
but  si  le  lecteur  retrouve  ce  caractère  dans  les  pages  (jui 
suivent. 

Maintenant  qu'il  me  soit  permis  d'adresser  mes  bien  vifs 
remercîments  à  MM.  les  Professeurs  du  Collège  de  France, 
dont  l'invitation  a  été  si  flatteuse  pour  moi  ;  à  mes  auditeurs, 
(}ui  m'ont  témoigné  tant  de  bienveillance;  à  M.  Borel,  qui 
m'a  fait  l'honneur  d'accueillir  ce  travail  dans  la  Collection 
qu'il  dirige  et  qui  est  si  justement  réputée;  enfin  à  mes  amis 
MM.  Montel  et  Lebesgue,  qui  ont  bien  voulu  s'intéresser  à 
ce  travail  et  en  revoir  les  épreuves  avec  moi.  Ces  corrections 
ont  soulevé  des  discussions  dont  j'ai  tiré  grand  profit. 

C.  DE  LA  VALLKI-:  POUSSIN. 

l'aiis,  juillet  igiO. 
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CHAPITRE  L 

NOTIONS  GÉNKI'.ALES  SUIl  LES  ENSEMBLES  DE  POINTS. 


1.   —    DKFtNITIONS    lîT    TIIKORÈMES    FONDAMENTAUX. 

1.  Puissance  des  ensembles.  —  iNous  snp|)osons  connues  les 
définitions  et  propriélës  suivantes  que  nous  admettrons  sans 
démonstration  (  '  ). 

Un  ensemble  est  une  coUeclion  d'objets  ou  d'éléments  en 
nombre  fini  ou  infini.  Ces  éléments-  seront  des  nombres,  des 
points,  des  iriter\alles,  etc. 

Deux  ensembles  ont  wn^me  puissance  (Cantor)  si  l'on  peut  éta- 
blir une  correspondance  biunivo(pie  entre  les  éléments  de  i"un  et 
ceux  de  l'autre. 

Un  ensemble  qui  a  la  même  puissance  que  celui  de  tous  les 
entiers  i ,  2,  3.  ...,//,..  .  est  dénombrahle.  On  peut  alors  dis- 
tinguer ses  éléments  par  un  indice  et  les  ranger  dans  un  ordre 
déterminé 

«1,        U-2 ?/„,         .... 

(')  Voir  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  par  E.  MorcL 

V.  P.  • 


■»  ciivi'Hhk  I. 

Clia<|ii(' leriiie  est  muni  il  un  aiilri'  «M  en  a  un  jujnihrt'  (li-lriMiini- 
avant  lui. 

Tiiuli-  inlinih-  d'i-léinenls  ((Miipiisc  il.iii».  un  t'nxMulilc  dt-noui- 
l)ral)lo  e^l  (léintiultrahlf». 

L'«'ns»Mnl)lc  foruié  par  la  léunion  d Un  iiuniluc  lini  ou  d  uni- 
inliuilt-  denomluiililc  (rrii>-»iMldt's  dcnoinliraldes  e>l  dénoinljrable. 

L  cnseiniile  des  nombres  ralionnels  est  drnomhrahle.  Il  exisie 
Ae>  ensembles  non  dénomijrahles.  Vinsi,  nous  constaterons  plus 
loin  que  Tensembie  des  nondjrcs  réels  compris  entre  o  et  i  n'est 
pas  (b'-noinbi  id)le  (  n"  23)- 

!2.  Ensemble  de  points.  Définitions.  —  Soicnl  ./ ,  ]'.  .  .  .  «les 
variables  n'clles.  iOul  système  |)arli(iiliir  de  valeurs  de  ce-, 
variables  est  un  point,  doni  ./•.  r,  ...  sont  les  coordonnées.  Un 
ensemble  de  p<tints  a  autant  d<*  diniensions  qu'il  y  a  de  coor- 
données. Il  est  linéaire,  superficiid,  spatial,  à  //  dimensions,  suivant 
(pi  il  \  a  une,  deux,  trois,  n  CDordoniKM'S.  .Suivant  le  las,  les  points 
sont  sur  une  droite,  dans  un  plan,  dans  l'espace  ou  I  liy|)erespace. 

Un  ensemble  est  borm''  si  ses  coordonné-es  sont  bornées.  Les 
bornes  des  coordonnées  sont  aussi  celles  de  I  eiiseinble. 

La  distance  de  deux  points  p  et  //  de  coordonnée>  a.  h.  ... 
et  a\  h  .   .  .  .  est,  par  définition,   la  (|uantilé 


v/(  «  —  «')*-!-(/>  —  //  l'  -i-  .  .  . . 


La  distance  d  un  point  p  à  un  cnscndde  K  est  la  borne  inl<- 
iii'Uie  de  la  disliince  du  point  />  à  un  point  de  I'.. 

L-a  distff/icc  lie  dcur  cnscnddi's  esl  la  borne  inférieure  de  la 
di^-l.ince  d  un  pniiil  de  I  un  à  un  |hiiiiI  de  I  aiilre. 

Le  didini'ti  e  d  un  ensemble  borne  esl  la  boiiic  supi''rieur<-  de  la 
distance  de  deux  de  -.e-,  poiiils. 

I  II  diiiiiiiinc  de  < entre  p  et  île  rtn<>n  c»  est  I  ensemble  «les 
points  a  disiance       o   du    point   /).    (  !  esl   un    intervalle,  un  cercle. 

une    splure sinsaiil    b'    noiubie    drs    ili  iiiensiniis  d«'   I  espace 

considéMi'-.  ^^^ 

I  II  piiinl  p  d  lin  ciisfiiiblc  L  r-.|  un  point  isn/r  s^^i'y  a  pas 
d  autre  pninl  de  I',  dan-"  un  doiuaiin'  de  i  enlic  />  el  de  r.i\on  snni- 
sammenl   petit. 

l  II  pninl  //  <s|  un  point  limite  dr  I*.  si  Imil  d<unaine  de  ciMiIre/» 
(  onli<-nl  uni-  iiiliiiit<'  d<-  points  de  \\. 
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Un  point  p  est  limite  d  une  suite  de  points/^,,  /vo,  . . .,  />„,  . .  . 
si  ia  distance  pp,,  tend  vers  zéro  cpiand  n  ci'oît  iiidélniiment. 
Avec  cette  définition,  on  peut  aussi  dire  qu'un  point  limite  de  E 
est  un  point  qui  est  limite  d'une  suite  de  points  de  1'^. 

L'ensemble  E'  formé  des  points  limites  de  E  est  Venseniblc 
dérivé  de  E. 

Un  ensemble  qui  contient  son  dérivé  (donc  tous  ses  points 
limites)  est  un  ensemble  fermé  (au  sens  absolu).  On  s'assure  faci- 
lement que  tout  ensemble  dériK'é  est  fermé. 

JNous  admettrons  encore  sans  démonstration  le  théorème  sui- 
vant, connu  sous  le  nom  de  principe  de  Weierstuass  : 

Tout  ensemble  borné  qui  contient  une  infinité  de  points 
admet  au  moins  un  point  limite. 

3.  Point  de  condensation.  —  ÎM.  Lindehif  appelle  point  de 
condensation  d'un  ensemble  E  un  point,  faisant  ou  non  partie 
de  E,  tel  que  tout  domaine  de  centre/?  contienne  une  infinité  non 
dénombrable  de  points  de  E.  iNous  allons  démontrer  la  propo- 
sition suivante  : 

Un  ensemble  E,  borné  ou  non.  dont  aucun  point  n'est  un 
point  de  condensation.,  est  dénombrable  ('). 

Donnons-nous  une  suite  £|,  îo,  ...,  $,(,  ...  positive,  décrois- 
sante et  tendant  vers  zéro.  Disons  alors  qu'un  point/?  de  E  appar- 
tient au  nombre  £„,  si  l'ensemble  des  points  de  E  contenus  dans 
un  domaine  de  centre  p  et  de  ravon  î„  est  dénombrable,  et  si 
(quand  n  est  >•  i)  cela  n'a  pas  lieu  pour  le  rayon  £«_(.  Si  aucun 
point  de  E  n'est  un  point  de  condensation,  chacun  d'eux  appartient 
à  un  nombre  corresjiondant  £„.  Donc  E  se  décompose  dans  la 
somme  des  ensembles  respecti\ement  formés  des  points  appar- 
tenant k  ^^^  z.,,  ....  Il  suflît  de  montrer  rpie  l'ensemble  des  |)oinl? 
appartenant  à  l'un  d'eux,  î„,  est  dénombrable  (ou  nuh^ 

L'espace  entier  peut  se  décomposer  en  une  infinité  dénombrable 
de  parties  de  diamètre  <^Zn-  L'ensemble  E  se  décompose,  en 
même  temps,  dans  une  infinité  dénombrable  d'ensembles  E,,  Eo,  ..., 

(')   Cet  énoncé  m'a  été  communiqué  vcrlialeinenl  (tai   M.  Uunliain  Jackson. 
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I"., (If  (liamrlrc  <Ci„.  coiilciiiis  r»'«<|K(  li\  ciiienl  dans  fhacune 

•  le  ces  parties.  Il  siiflil  donc  de  inonlrci  «jim-  Irnsrinhle  des  points 
i\v  Ef,  qui  a|i|>aiiienn«'iil  à  i„.  est  df-nninliiahlc  (  <»ii  nul  ).  Or  rcci 
e»l  iuiniédiat,  car.  si  K*  coiiticnl  im  |iiiiiit  //  ,ip|).ti  tenant  a  :„,  K^ 
est  tout  entier  dans  le  doniuine  de  centre  y>  et  de  ravon  t„  à  lint»- 
rieiii- du<|uel  K,  |)ar  li\  p<)lli»'se,  est  dénoinhrahle  et  liyi  lui-nièn)e 
e-l  démunhrable. 

i.  Théorème. —  Un  ensemble  \i  mm  dénvuihi  able  se  coin/tose 
il  un  l'iisenihle  dénonïhruhle  D  et  d  un  ensemble  \  dont  tous 
Ifi  poi/its  sont  des  points  de  eondensdllon  de  \.  \ous  titrons 
i/u  un  ensemble  N  dont  tous  les  points  snnt  drs  points  dr  eon- 
drnstition  est  un  noyau. 

l  n  i-iisenilfle  extrait  de  K  ne  peut  a\(iireonune  point  de  conden- 
sation (pi  un  point  de  condensation  de  E.  Donc,  si  nous  relran- 
«lions  de  Eses  points  de  condensation.  I  eii-eiiiMe  restant  D  n'en  a 
|)lusel  est,  par  cons<'(jueiil.  dénonihralde.  I)  autre  part,  rensemlde 
des  points  de  E  cpii  xuil  des  points  de  condf'iisalion,  ne  dilliraiil 
de  I*!  (Hie  par  la  ^u  pjircssion  (l'un  eiisemhle  ({«'noililirahlc  I).  .idiiict 
les  mêmes  points  de  condensation  (pie  li.  C'est  donc  l)ien  un 
noyau  N  dont  tous  les  points  sont  des  points  de  condensation. 
.\insi    1'-  se  coin|)()se  de  I)  et  de  N,  et  nous  écrirons  K  =  D-i-IN. 

.').  Ensemble  parfait.  —  l  ii  ensemble  I*.  (|ui  est  i(Jenti(|ue  à  son 
(Icrisf  I!'  es!  un  rnsftnbb'  pdf f dit.  l  n  ensenible  p.iriait  est  donc 
un  ensemble  :  i"  reiiiK-;  :>"  sans  point  isole  Nous  albuis  prouv(>r 
le  tbcorciiie  ^(inaiil  : 

I.  i'nsemble  des  points  de  eondensiit/on  d  un  ense/ubb'  non 
druombrable  M  rst  pnrfail . 

.Soit  \'\  ^-  I)  -t-  N  la  dccompo^llKjn  louiine  pai  le  I  beoiciuc  pré- 
cédent. Les  poiiit>  de  conden>alion  de  K  sont  les  nirincs  (pic  (•ciiv 
de  iN.  Tons  les  p(nnls  de  \  s.iiit  des  puiiils  de  ((Uidensalion  et  leurs 
points  jiuiiles  aiis^i.  Doin  reiiscuible  des  p(u  ni  s  de  condensât  loii 
de  I",  es!  le  d(''ii\('-  N'  de  N.  (pii  est  ferme.  M.iis  N  «  st  ^aiis  point 
ixde.  doin    N    .iiis-i  cl,   par  (  (Uisé(pienl .    N    (  s(   p. niait. 

•  '».    Théorème         /  //  rn^ri, //>/>■  /,////.    <  v/  «/-  in.nihi  iihlc  "U  lum 
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se  compose  d'un  ensemble  dénombrable  et  d'un  ensemble  par- 
fait. 

En  effet,  sil  n'est  pas  dénombrable,  E  se  compose  d'un  ensemble 
dénombrable  et  d'un  noyau  N.  Mais  E  est  fermé,  donc  il  contient 
tous  ses  poiols  de  condensation.  Ainsi  N  est  l'ensemble  des  points 
de  condensation  de  E  et  N  est  parfait,  en  vertu  de  la  |)ropositioii 
précédente. 

2.    —    0|>KR\TI0NS    SUR    LES    ENSEMBLES. 

7.  Ensembles  complémentaires.  —  Considérons  un  espace 
:r,  JK,  ...  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions.  Un  domainr 
rectangulaire  A  est  Tensemble  des  points  dont  les  coor- 
données .2?,  J',  ...  appartiennent  respectivement  à  des  intervalles 
assignés  (a,,  ^,),  (rt^,  b-^),  ....  Dans  le  cas  linéaire,  le  domaine 
se    réduit   à  un    seul    intervalle.   Les  intervalles   sont  ouverts  ou 

fermés.,  selon  que  leurs  extrémités  sont  exclues  ou  comprises.  Le 
domaine  est  ouvert  ou  fermé,  selon  que  les  intervalles  qui  le  défi- 
nissent sont  ouverts  ou  fermés.  Sauf  indication  contraire,  un 
domaine  est  supposé  fermé. 

Soit  E  un  ensemble  contenu  dans  un  domaine  rectanaulaire  A. 
L'ensemble  des  points  de  A  qui  n'appartiennent  pas  à  E  est  le 
complémentaire  de  E  par  rapport  à  A.  Il  se  désigne  par  CE. 

L'ensemble  A  lui-même  n'a  pas  de  complémentaire.  Mais  il  est 
commode  de  dire  qu'il  a  pour  complémentaire  un  ensemble 
dépourvu  de  p(»int,  que  nous  appellerons  ensemble  nul,  et  qui 
peut  se  représenter  par  zéro. 

On  considère  aussi  le  complémentaire  par  rapport  à  tout  l'es- 
pace. C'est  un  cas  limite  du  précédent,  le  domaine  A  pouvant  (par 
extension)  embrasser  tout  l'espace. 

8.  Opérations  fondamentales.  —  Les  signes  de  la  logique  algé- 
lirique  s  introduisent  naturellement  dans  les  opérations  sur  les 
ensembles,  parce  qu'elles  jouissent  de  propriétés  analogues  à  celles 
des  opérations  de  l'arithmétique. 

Ainsi,  pour  exprimer  qu'un  ensemble  E,  est  contenu  dans  un 
enseml)le  Eo,  nous  conviendrons  d'écrire 

Kl  <  E.,         ou         K,  >  K,. 


fi  nu  PITRE    I. 

( '<insi(|,''i-.>iiN  ni;»iiil«naiil  un  iioml)!'»'  Iimit<-  d'ensenililes  K,. 
l.j.  ..  .;  iioii»  allions  à  clleclncr  sur  eux  Irois  opt  rations  :  I  addi- 
tion, la  soustraction  et  la  nnilli|)liralion. 

l^^af/ditio/i  ronsisif  à  fonncr  I  rnscnililc,  I'. , -t- lîj -h  . .  ..  d«'S 
points  i|ui  a|)|>aiii(.-nncnl  à  I  un  .ni  moins  des  ensembles  E|,  L^,  ... 
on  la  sanimt'  île  «'es  ensend)l(->. 

La  soustraction  consiste  à  relr.im  lier  dt-  lî,  les  |)oiiil>  de  Kj 
on  à  former  la  ilillerence,  E|  —  K^j  de  ces  deux  ensembles. 

[,a  init/d/ilicntion  consiste  à  former  l'ensemble  des  points  com- 
muns à  I'.,,  Iv, ,  .  .  .  on  le  produit  V.^  Iv. ...  de  ces  ensembles. 

L;i  (iniiialion  tin  coinplinirndiir)'  CA\  d  u\\  «■iisembb-  h  est  un 
cas  particniier  de  la  soiistiae.lion. 

I..a  multiplication  et  la  sonslraclion  se  ramènenl  l'iiiie  el  I  antie 
à  ladtlition  an  moven  des  complémentaires,  et  celte  i<niiir<|ne  est 
soiiNcnt  pit-eieuse  dans  les  ilémoiistiations.  (_)n  a.  en  rllel. 

C(  K,  K.)  =  t:ii:,  ^  CE,,         C(  E,  —  E.  I  =  CE,  -T-  Ej. 

l/addlliiiii  cl  Li  iiiiilli|)lical  ion  ->oni  c(nii  ni  tit(iti\'es.  dssociiitn't'S 
et  (/istriOufii'es,  comme  les  opt-ralions  corrcxpondanle-^  >\r  I  aiitli- 
mélitpie.  On  a.  par  exemple, 

K,  E,  =.  E,  !•: ,.         .  !•:,  K,  )  ]•:,  =  e,  (  E,  e,  ),  E,  (  E.  +  E3  )  =  E,  E,  ^  E,  E3. 

I  oiiles  les  ièf;les  dn  ealcul  ali;ébri»|ne  des  polvnomes  à  termes 
positifs  sont  donc  applicables  an\  polvnomes  formés  avec  des 
cijsriiibles. 

(/CS  rè^^les  ne  s'appli(pient  pins  s'il  v  a  des  termes  néj;alifs,  car 
la  soustraction  des  ens<'mbles  n"es|  ni  associative,  ni  comnintaliNe. 
Il  n  V  a  «pie  la  bn  distribnlivc  (jiii  |)cisi>tc  : 

E.(  El-  El»  =r  E,  E,—  E,  E,. 

Les  (  ipi  r.ihniis  piiccdciilcs  son!  /i/iirs,  c  csl-à-dnc  cMiiilces 
siii  nii  iiomlnc  iiiii  de  Itinn-s.  Il  y  a  aussi  une  addiiioii  el  une  iiiiil- 
t ipbcation  in/inir.s. 

\.  in/fitin/i  in/inii'  consiste  à  ((U'iner  lensendjle  des  points 
■ipparlcnanl  .1  liin  an  monis  de>  ensembles  d'une  suite  tlé'uom- 
brable  I'.,.  I,_..  ...  mi  |,i  somiiir  infintr  K|  -j-  l'^^i -f-  .  .  .  ilc  tons<cs 
ensembles. 

I  ..I     mitlli  l>liiiltl<>li     illliliir     etuisisie    .1      (oriliei      reiiscuiMe     des 
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points  communs  à  une  suile  dénombrahie  E|,  Ko,  ...  ou  W  produit 
infini  E,E2 . . .  de  ces  ensembles. 

La  loi  distribulive  subsiste  dans  la  midliplication  dune  somme 

infinie 

li;,(K2+  K3  +  ...)  =  E,E.-f-EiE3  +  .... 

On  en  déduit,  de  proche  <n  pioche,  que  le  produit  fini  de  plu- 
sieurs sommes  finies  ou  infinies  se  réduit  à  la  somme  des  produits 
partiels. 

(3n  peut  assurément  réunir  tous  les  points  d'une  famille  nou 
dénombrable  d'ensembles,  on  peut  aussi  chercher  l'ensemble  des 
points  communs  à  tous  les  ensembles  de  cette  famille,  mais  ces 
opérations  ne  s'appellent  pas  une  addition  ni  une  multiplication 
et  n'en  possèdent  pas  les  propi'iétés. 

L'addition  et  la  mulli|)lication  infinies  rentrent,  comme  cas  par- 
ticuliers, dans  une  opération  plus  générale,  qui  est  le  passage  à 
la  limite.  Cette  opération  se  rattache  à  la  définition  de  \a  Jonction 
caractéristique  d  ensemble  que  je  vais  faire  connaître. 

9.  Fonction  caractéristique  d'ensemble.  —  J'ai  défini  cette  fonc- 
tion et  j'en  ai  montré  l'utilité  dans  un  Mémoire  récent  (').  Voici 
cette  définition  : 

Soit  E  un  ensemble  dans  un  espace  x,  i',  ...  à  une  ou  plusieurs 
dimensions.  La  fonction  caractéristique  ou  la  caractéristique 
de  l'ensemble  E  est  la  fonction 

égale  à  i  dans  E  et  à  zéro  dans  le  complémentaire. 

Celte  fonction  jouit  de  propriétés  intéressantes  dans  les  opéra- 
tions déjà  définies  : 

Si  o  est  la  caractéristique  de  E,  i  —  o  est  la  caractéristique  de  CE; 

Si  ï5i,  o-ii  ••■  sont  les  caractéristiques  de  E,,  E-,.  ...  sans  point 
commun    deux    à  deux,    cp, -f- '^o-h  •  •  ■    est   la    caractéristique    de 

E,  +  E,+  .... 

Si  o,,  'Ja,  •••  sont  les  caractéristiques  de  E,,  E.,  ...,  leur 
produit  ',3,  cso  •  •  •  est  la  caractéristique  de   E,  E2  . . .   sans  condition. 

On  déduit  de  là  l'expression  de  la  caractéristique  de  Ei-f-Eo-h... 

(')  Sur  l'intégrale  de  Lebesgue  (Transactions  0/  tlie  american  malhema- 
tical  Society,  igtS). 
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il.tiis    le   cas  général.    (IvUt-   mhiuim»   o>l    (  i»m|>l«'in<'iil;iir<^    «lu    pi«.- 
■  Iiiil   ( '.M,  CI',.  .  .  .:  (Iniir  fllf  .1  |>(>iii-  (•itr,i(l»''ti>>lii|iii' 

I  Il     -  '^1  )  (  I  —  Çs  »•  •  •• 

|(l  Limites  d'ensembles  i  '  ).  —  (Innsidcioiis  lun-  suiic  illimiiiM- 
<l  enNoiiihle»; 

I-:,.    lù.         .    K  . 

«M  leurs  raracléMslHjUf-.  rf>|>('«  li vc^  (^t-galcs  a  n  ou  .i   i) 

'fi-     "r- ''■'■     ■     ■ 

\li>li  .iclinii  liillc  lie  l'oi  ilrr.  rrii-<<iiililc  dt-s  (|ii,iiil  il(''S  3/,,  '^/<+»,  ••• 
.iiliiift.  ni  (  li;ii|nf  jKMMl,  iiiw  l)t)ruf  siipt'iiciii  ■■  cl  niio  horno  infr- 
rifiire.  ( -<•>  lionio  xMil  é^al<*s  n  <>  on  à  i,  «1  ikhin  les  «It'-slf^n*'- 
iiiii>  ii.ii- 


borne  {o„.  9, ,-*-[■>  •  •  ■  '•  horne  (  ç,,,  '^ „,,.  .  .  .  ). 

Ce  sont,  coiniii»*  Mil  le  véniir  ilr  •>iiil<',  \ti>  IdiK  liiiii><  laraclcns- 
tiqiies  res|>e(li\<'s  des  eiisemltlrs 

i:„^-  E„^,-H.. ..       i:„i:„.i .... 

(  )iiand  //  aw"ineiUe,  la  preinirre  horne  esl  non  croissanle.  la 
seconde  non  ilécroissanle  :  elles  tendenl  donc  toutes  den\. 
pour  //  =  X,  vers  des  liniiles  dclciniinées  (égales  à  o  on  à  iV 
Ces  liniiles  soni  A/  p/ns  ^/d/it/r  cl  /r/  />/ii.s  /irf/tr  liniiti'  de  -^i, 
iiotii-  //       :  X. 

(  ^-^  |)Ui>  {grande  cl  |)iu-<  pclilc  liiiiilc>  ^\v  z,,  ^oiil.  .i  Iciii  loiir. 
les  fonctions  caracl<'-ri-lu|iics  de  deux  ciisnnltlcs  <|iu'  nou>  .ippcl- 
Icroii",  \vs  plus  i:riin<lr  cl  pltis  pclih'  limites  de   V.„  pour  //  ::=  x. 

Si  CCS  deux  liniilrs  sont  idcnln|iics,  c'esl-ii-dirc  si  '.p,,  a  une 
limite  iini»|iie.  nous  dirons  (|iic  |^„  ;i  une  limite  iinit/iie  dont  la 
foiictioii  (  ,ii'acl*''rislii|iic  c>l  lu  liiiiilc  i  iitii(|iic  i  <lc  ';>„. 

Il  \  .1  deux  c;is  ou  JcMslfMicc  d  une  liiiiilc  uni<|uc  csl  («Mlaiiic 
Il  pi  l'ii  i  : 

t"  Si  K,  ■  '  I'-,.  I'.,  ....  l.t  -.uilc  i\e^  z,,  cs|  non  dcci  ins>,inlc  cl 
Iciid  \ci>   I    en  loul   |iiiinl  .i|i|)ai  IciiMiil  a  I  un  .lu  inouïe  des  T.,,.   j'.ir 

(';   l>K  L\   \  Al.LKK  l'oCHHlJi.  Mi'muirr  rilr. 
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conséquent, 

liiTiE,,  =  Ki-+-  Eo-h 

2"  Si  ii|  >»  E2>>  Eu  >-  ...,  la  suite  des  »„  est  non  eroissanle  (M 
z>n  ne  tend  vers  i  qu'en  un  point  commun  ;i  Ion-;  Ic^  l-'^.  Par  con- 
séquent, 


K,K.. 


Revenons  au  cas  général.  Désignons  les  plus  grande  ou  plus 
petite  limites  par  un  trait  supérieur  ou  inférieur;  nous  avons,  ainsi 
(pi'il  a  été  dit  plus  liaul, 

lirri  K,t  =  liiii  (  ll]„+  E„  +  ,  -+-...), 

n  =:  oc 

limE„=  lim  (E„E„+i. . .  ). 

~^~*  «^00 

Chaque  ensemble  E„  H- E,<^., +.  . .  contient  le  suivant,  tandis 
que  chaque  ensemble  E„E„^.,...  est  contenu  dans  le  suivant.  Nous 
sommes  ainsi  conduits  aux  deux  cas  particuliers  que  nous  venons 
de  traiter.  Les  plus  grande  et  plus  petite  limites  se  ramènent  ainsi 
h  l'addition  et  à  la  multiplication  par  les  formules 

îhi7E„=  (Ei-t-Ea-H  Ej-f-.  ..){E.,-^  E3-+-..  .)  (Ej^. . .). . ., 
litnE„=  E,E,E3..  .-f-  E,E3...-f-  E3...  — .... 

On  voit  facilement  que  la  plus  grande  limite  de  E,i  est  l'en- 
semble des  points  qui  appartiennent  à  une  inlinité  de  E,,  ;  la  plus 
petite  limite,  celui  des  points  qui  appartiennent  à  tous  les  E„  à 
partir  d'un  certain  rang.  Ces  ensembles  ont  été  considérés  en 
premier  lieu  par  M.  Borel,  qui  leur  avait  donné  le  nom  d'en- 
sembles limites  complet  ou  restreinl . 

Remarquons  encore  que  les  somme  et  produit  infinis 

E,+  E,-^....         E,E, ... 

sont   respectivement    les    limites    unicjues    pour    /?  =  ce    des    en- 
sembles 

E,-+-E2-i-...-v-E,„         E,E,  ...E„. 

Uaddilion  et  la  multiplication  infinies  se  rami'nent  ilnnc  à 
des  passages  à  la  limite,  et  réciproquement. 

On  peut  applicjuor  aux  passages  à    la  liiuite  -^ur  les  ensemble>  b' 


lu  I  M  Ml  riiK    I. 

|iriiui|»r  ordinaire  :  l.o  somme  ou  le  produit  il  un  nombre  limité 
ilensenihlrs  uvant  fies  limltrs  (uniques  )  a  aussi  une  limite, 
éijtile  à  la  somme  ou  (tu  /oaduit  des  /imites  des  ensembles 
eom  posants. 

Kn  ellel,  ce  [»iinii|)<'  >*■  lainrnr  an  |)iiruip('  aiialdi^ue  pour  !<■> 
fond  ions  carac-ltTistiiiiics. 

.'{.  —  Ense.mhi.i:s  ojvkuts  i:t  kkhmks  sur  in  hdmvink. 

I  I .  Définitions  (  '  K  —  Soil  A  un  doiiiaiiie  rectanj^niaire  (ouvert 
ou  lerniéi  dans  un  espace  à  une  ou  plusieurs  dimensions  (un  inter- 
valle dans  le  cas  linéaire).  Nous  allons  considérer  des  ensembles 
contenus  dans  A  et  leurs  complémentaires  par  rapport  à  A  (n"  7). 

Soil  V.  un  ciiNfiulilc.  et  CK  son  complémentaire.  Con>i(l<'ron>>  un 
point  M  tpificompie  de  A. 

!.«■  point  M  est  intérieur  (^sur  A)  à  K  s'il  est  à  distance  n<in  nulle 
.le  CK. 

Le  point  M  est  extérieur  (sur  A)  à  E  s'il  est  intérieur  à  CE. 

Le  point  M  es\  frontière  (sur  A)  de  E,  et  aussi  de  CAi,  s'il  n'est 
ni  intérieur  ni  extérieur,  donc  s'il  est  à  distance  nulle  à  la  fois 
■  Ir  K  .1  d,-  CE. 

Le  domaine  i('clanj;ulaire  A.  d'après  ces  «lédinitions.  n'a  pas  de 
point  frontière  sur  A. et  c'esl  ex  idcmmenl  le  seul  cnscmldc  rontenu 
dans  A  i|in  ->mii  (lan>  <e  cas. 

Un  ensemlilc  \'.  rsi  fermé  (sur  Ai  s  il  contictil  ses  pi)iiii>  fron- 
lii-rr-s  (sur  A  (. 

I  M  cnsemhlr  |-.  cs|  ouicrt  (  sur  A  i  s  il  ne  roiiticnl  aucun  point 
Il onlirrr  (  sur  A  j.  donc  -•  \\  ne  conliciil  (pic  des  pomis  inh'-rieurs 
(sur  A  I. 

I,<-  duiiiainr  A  Ini-méinc  |)fiil  élic  indillt'reminciil  conMdéii' 
comme  ou\ert  ou  lerinc  sm   Ini-nit'inc. 

'  >n  ptiil  rciiipl.iccr  le  dnmainc  A  jtar  icspac  c  entier,  l  n 
ciisrmltlr  jcinif  sur  I  espace  »Milicr  «'nnlicnl  tcui-  >»s  pomi»  limites 
r|  cs|  /ffuie  au  sens  fibsofit  (  u"  '2.).  (  n  ciiscnildc  tnixcil  sur 
I  espace  eut  ICI  SCI  ,1  ilil.  ijc  imiiie.  iii(\erl  (tu  sens  dhsidu.  Il  est 
(  lair  ipi  un  ensemble  fermé  sur  un   domaine   fermé  est  fermé  au 

('j  Nom  c<'■ll(fruli^()n^  i<  i  les  ilrliinlioiiK  lialiilucllcs.  Nous  «n  tlonncnins  «luitri" 
une  ;.iilrr   ; I  .•  1 1  <;t  1  mil  iLiiis  l.i   II  <ii>>icilic   l'.iitir  (  n"   Id.i  ). 
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sens  absolu,  et  (lu'iin  ensemble  ouverl  sur  un  domaine  ouvert  est 
ouvert  au  sens  absolu. 

12.  Propriétés  des  ensembles  ouverts  et  fermés.  —  i"  Si  un 
ensemble  E  est  fermé  sur  le  domaine  A,  son  complémentairr 
est  ouvert,  et  réciproquement. 

C'est  la  conséquence  immédiate  des  délinitions. 

2"  Les  somme  et  produit  d'un  nombre  limité  d\'nsembles 
ouverts  sont  des  ensembles  ouverts. 

11  suffit  de  considérer  deux  ensembles  ouverts  O)  et  Oo-  Un 
point  intérieur  à  cbacun  d'eux  est  à  distance  finie  de  G0|  et 
de  COo,  donc  à  distance  finie  de  COi.COo  et  de  (COi  +  COa), 
donc  intérieur  aux  complémentaires  (O,  +  O2)  et  O,  Oo. 

o^  Les  somme  et  produit  d'un  nombre  limité  d^ ensembles 
fermés  sont  des  ensembles  fermés. 

Ce  théorème  revient  au  précédent  par  les  complémentaires. 

4"  La  somme  d\ine  infinité  dénombrable  d'' ensembles  ou- 
verts est  un  ensemble  ouvert. 

Eu  edet,  un  point  intérieur  à  l'un  des  termes  est  a  foiliori  inté- 
rieur à  leur  somme. 

5"  Le  produit  d'une  infinité  dénombrable  d^ensembles 
fermés  est  un  ensemble  fermé  {ou  nul). 

Ce  théorème  revient  au  précédent  par  les  complémentaires. 

6"  Toute  plus  petite  limite  d'ensembles  fermés  est  une 
somme  d'ensembles  fermés;  toute  plus  grande  Limite  d'en- 
sembles ouverts  est  un  produit  d'ensembles  ouverts. 

Soit  E  la  plus  petite  limite  de  F,,  Fo,  ...  ou  la  plus  grande 
limite  de  0( ,  Oo,   ...  ;  on  a,  selon  le  cas, 

E  =  F,  ¥,V, . . .-+-  F., F, . .  .-4-  F3 . .  .-^. . ., 

li  =  (  0 1  +  O  2  +  O  3  -t- . . .  )  (  O  2  -+-  0  3  + . . .  )  (  O  3  -^ . . .  ) . . . , 

ce  (pii  prouve  la  |)roposition  (4^  et  5"). 

7"  Deux  ensembles  fermés  {au  sens  absolu)  et  sans  point 
commun  sont  à  distance  non  nulle  l'un  de  l'autre. 

Deux  ensembles  fermés  F,  et  F.j  contiennent  tous  leurs  j)oiut5 
limites.   Si  F,  est  à  distance  nulle  de   Fj?  il  contient  un  point  à 


li  I  II  \i-i  I  m    I 

distance  millr  ilc   1^.  I((|iit!l  .i|)|i.iil  iciil  ;i  I  ...  I)()iic  |- ,  cl  |- ^  oui  un 
point  (-oniiiiiin. 

['.).  Structure  des  ensembles  linéaires  ouverts.  —  Dnns  un 
p>|)ac<'  Imcjiire.  un  doniainc  A  se  réduit  ,i  un  inl<M\alle  (a.  h 
ouvorl  ou  lerinr.  Supposons  il  idxud  <pn'  1^  ne  contieiinc  ancuni' 
dfs  drux  extrt''init«''s  n  on  A.  Nenis  iilloiis  iiniiilicr  cpic  K  csl  la 
soni/nr  <l' un  nonibrt'  fini  ou  d  une  infinité  firnonihrahic  (Tin- 
trr^'d/li-s  (n/vrr(s  {  n"  7  ). 

Soil  M  un  point  d»'  \\\  M,  <l;inl  i  ntiTicui\  lait  parlu-  d  un  iiit»'r- 
\all<'  «MiiuT  lie  p(iiul>>  de  I",  dont  les  exlréniilés  sont  des  points 
IriuUuMcs  a|)p:ni(>iuiiit .  en  conséiincnee,  à  CE.  Donc  E  se  compose 
il  inicrvallcs  onviit».  exténeuis  les  uns  aux  autres  et.  par  consé- 
I  pu  11  t.  1 1 1' nom  lirai  il  r>  par  uni  rr  de  j;ranilrijr.  rar  il  n  \  a  dans  (  </.  /y) 
ipi  un  iiumluT  limiit-  d'intervalles  d  amplitude  >>  i. 

Suppo.son>  maintenant  ipie  1^  conlicnne  a  on  b\  la  seule  didé- 
rence  avec  le  cas  précédent  sera  fpie  les  intervalles  extrêmes  con- 
Irnanl  tes  points  ne  seront  plus  ouvert>  au  sciis  absolu,  niai^ 
senleinent  oineits  sni-  (<2,  //). 

I  \ .  Structure  des  ensembles  ouverts  superficiels  et  spatiaux.  — 
Soit  I-.  un  i-nsrmliie  >up<'r(i(irl,  oiim-iI  >ur  le  domaine  reclangn- 
iaire  A.  Nuiis  allons  inoiitrer  ipu-  V.  est  une  somme  de  rertanî,'fes 
fermés,  non  empii't(/n/s,  mais  pouvant  avoir  des  frontières 
eommunes. 

A  cet  «'llrt.  nous  allons  nou>  serxir  du  pniri'di-  des  réseau.r. 
(pii  se?-a  d'iiiie  L:ianile  ntiliti>  dans  hi  suite. 

l'oiir  Inriiiei  un  it'scini  W  >«iir  A.  nous  siipn  p(i-,(»ii-<  une  Miitr 
ijliiuili-i'  dr  ^iill,if;c>  (',,.( ',_.,  ...,G„,  ...  dfliiiis  cMiiiiii'  il  suit: 
1*1)111  riMisiiiiiir  le  ^iillai;c  (i,.  nous  diTompoMUis  A  en  iretaiij^les 
pli  lui-,  f.),.  par  Ac^  parallèle^  aux  .ixc^.  eipiidislantes  et  en  même 
muiiliii'  piiiii  rliai'iin  des  axrs.  Lr>  ii'claiij;les  t.),  >oiil  li-s  mailles 
du  ;;rdla;:r  (i,.  cl  nu  les  su|>pposc  lonii-es  (  e"est-à -dire  en^lolianl 
leurs  eiih's  i.  Pour  eonsliuire  l<'  i;rillai;e  (  i....  nous  d(''con)poson>;  de 
la  iiicmc  iai  on  les  mailles  (,>,  <'m  un  nn'-nie  nomlire  de  mailles 
fermées  0)2.  «l  nous  1  ouiinuoiis  ainsi  de  suite.  I.i's  mailles  du  j;i'il- 
laj;e  (  i„  sont  doin  des  leriani^jes  («'nni-s.  «.)„.  pro\(Mnint  de  la 
dé'eom|)osili.ui  des  m.nlles  (,)„  ,,  r\  dont  les  «lenx  dimensions 
leiideiit  vers  /ito  ipiaiid  //  tend  vers  I  infini. 
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Venons  inainlenant  à  la  dénionslration  du  ihéorènie.  Nous  pou- 
vons supposer  A  fermé,  car,  si  E  est  ouvert  sur  A  ouvert,  il  est 
ouvert  an  sens  absolu  et  reste  ouvert  sur  A  fermé.  Dans  ce  cas,  les 
mailles  w,^  qui  sont  fermées  n'ont  aucun  [)oint  li^rs  de  A. 

Soit  M  un  point  de  E.  Ce  point  appartient  à  une  maille  au 
moins  de  chacun  des  «grillages  successifs  G„.  Or,  M  est  un  point 
intérieur;  donc,  à  partir  d'une  valeur  de  //  suflisamment  i;rande, 
une  maille  w„  contenant  M  est  contenue  dans  E.  Donc  E  se  com- 
pose des  mailles  de  G|  contenues  dans  E,  des  mailles  de  Go  conte- 
nues dans  E  mais  non  dans  les  mailles  précédentes,  des  mailles 
de  G3  contenues  dans  E  mais  non  dans  les  mailles  précé- 
dentes, etc. 

Le  théorème  précédent  s  étend  de  lui-même  aux  ensemhles 
ouverts  dans  un  espace  à  6  ou  à  /?  dimensions.  \  oici  1  énoncé  : 

U/t  ensenibie  spalial^  E,  oinerl  sur  un  doniaine  A.  est  hi 
somme  d'un  nombre  fini  ou  d\ine  infinité  dénoinhrable  de 
domaines  rectangulaires  fermés^  non  empiétants^  mais  pou- 
vant avoir  des  frontièj^s  communes. 

Ce  théorème  reste  vrai  dans  le  cas  linéaire  :  les  domaines 
fermés  se  réduisent  alors  à  des  intervalles  fermés.  Ce  résultat 
n'est  pas  en  contradiction  avec  le  théorème  du  numéro  précédent, 
parce  que  tout  intervalle  ouvert  est  une  somme  (rintervailes 
fermés. 

lo.  Lemme  de  Borel.  —  Considérons  d'abord  les  ensembles 
linéaires.  Ce  lemme  s'énonce  alors  comme  il  suit  : 

S^il  existe  une  famille  d  indénombrable  ou  non)  d' iniervalles, 
telle  que  tout  point  de  V intervalle  fermé  («,  b)  soit  intérieur 
à  V un  d^eux  au  moins,  on  peut  extraire  de  ^  une  famille  com- 
posée d'un  nombj-e  limité  d' intervalles  et  jouissant  de  la  même 
propriété  :  tout  point  de  («,  b)  est  intérieur  à  l'un  d'eux;  en 
d'autres  termes.,  on  peut  couvrir  tout  (a,  b)  avec  un  nombre 
limité  d'intervalles  de  la  famille  ^F  (M. 

(')  M.  Borel  n'avait  énoncé  el  démontré  ce  lliéorciiie  que  pour  une  famille 
(lénombrable.  AI.  I.ebesgue  l'a  étendu  au  cas  généial.  Ce  ihéorénie  intervenait 
implicitement  diins  nombre  i\o  démonstrations.  [.0  mérite  de  M.  liorcl  est  ii<' 
l'avoir  isolé. 


«  I 


(  iiAi'iiiii:   I. 


Ce  llu'oiriiic  M'iii  ('liilili  SI  nous  (ItMiionlions  (|ii"on  peiil  par- 
la "Cr  (^/.  fA  «"Il  Nil  iiomlirr  liiiiilc'  (le  |>;iiiiL's  coiisi'culives,  chacune 
inlcricnre  à  un  iiiU?r\all<'  «le  .î.  l'oiir  cela,  divisons  siiccessivenienl 

id,  il)  eu  ■>..    î :>".  ...  jiailies  é;;ales.    .|t;    dis   (luoii   peiil    assi- 

<;ner  une  \;deiirde  //  telle  (jiie  ciia(|iie  parlie  soil  cniitemie  dans 
lin  iiilir\alle  de  J.  l'^n  «diel.  d.ins  le  cas  eoiilriiire.  |ioiir  eli;i(|iie' 
\iileui'  de  //,  nous  |»<)nriions  ;issij;ner  nii  inleivalle  coirespon- 
danl.  a„,  non  conlenii  dans  un  intei\alle  de  ,T  et  d'ain|)lilude  indé- 
finiment dccioissanle  ijiKind  //  tend  vei'^  I  inliiii.  Prenons  ariiilrai- 
reinent    ni:    puinl     M„    dans    (Ikkjuc    intervalle    y.„;    la    suite    des 

points    M,,   Mj tous   dan>    (  <■/ .  /v  ),  adinel    au    moins  un   point 

liuiile  M  dans(rt.  />).  en  xcitii  du  principe  de  \\  eierstrass  (  n"  2). 
Il  \  aiiriiil  <lonc  un  iiilnvaile  y.,/,  inliiiiinenl  p(Mit  ri  iiiiininienl 
voisin  de  M.  non  contenu  dans  un  intervalle  deJ,  ce  tpii  e-t  iinpos- 
silde,  j)uis(jue  le  puinl  M  est  inlrrieid'  à  un  inter\alle  de  -T. 

Ce  leinme  et  sa  (iémonslralion  s'étendeni  d  eiix-iin-mes  à  l'es- 
pace. '  hi  (d)tiriil  r<nonc<'-  snixant  : 

Siiinil  A  ////  tln/iKiinr  rrr/tt/iini/ai/c  fcrnu'-  cl  ,7  une  Jamille 
<lt'  (lomainrs  lectangulaires.  telle  (fue  tout  /toint  de  A  soit  inté- 
rieur (i  r un  (Veux.  Alors  o/i  peut  extraire  de  ^  un  nombre 
liniitr  de  dnnniines  tris  ijuf  tout  jtnint  df  A  sidt  encore  intérieur 
Il  r un  d  ru  r. 

l'Iii-  i;énéraleinenl,  un  peut,  coiiiine  non-»  idion-  le  |)rouver, 
leuipliicer,  ilans  cet  ('iiunee,  A  piii  un  en^eiiiMe  leriiie  !•  il  lor- 
tiiiiler  le  Irmnie  ainsi  cpi  il  miiI  : 

Snir/it  V  un  r/isr/n/dr  Imrné  rt  jrrnxé  (  nu  sens  ithsulu  )  rt  J  u/ie 

fiimillr    dr   durniiinrs  rerlnn^ulaires  \  i uli'r\(il les.    diins  le  cas 

linéaire  )  lellr  ijur  tout  fn)int  de  V  soit  intérieur  à  l'un  d'eux. 

\  lors  on  peut  rnu\  /ir  tout  V  tner  un  /londtre  limité  dr  danniines 

de  lit  fnntillr . 

Soil  (  .1'  II-  1  uni|>li'iuenl.iire  de  I  eiiM-inlde  I'  p.ii  r.ippoil  .i  un 
doiihiine  fei  iiir  A:  <.l'  <>l  ou\«Mi  et  n  iidniel  ipic  des  p<Mnl>  lUt»'- 
lii-iii^  1  sur  Al,  dune  cliaipie  point  de  K\V  csl  inlenetii  .i  un 
doinaine  rerl;in^iil;iire  correspondii  ni  i-\i  lu  de  T.  Ces  doin.iiiies 
formeiil  une  Liinilli-  .T'.  Mainlenani  tout  potiil  de  A  es|  mteiienr  .i 
un  doiiKiiii)'  di'   I  uiic  d<'-<  deux  l.iuiille>    T    mi    '    \    donc  l<>ut   A  peut 
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être  recouvert  avec  un  nombre  limité  d'entre  eux,  auquel  cas  l'en- 
semble F  est  contenu  dans  ceux  extraits  de  la  famille  ,f ,  car  ceux 
extraits  de  .?'  ne  contiennent  aucun  point  de  l'ensemble  1*\ 
Voici  encore  une  autre  forme  utile  du  même  lemme  : 

SoienL  F  un  ensemble  borné  et  fermé  [au  sens  absolu),  ensuite 
§  une  famille  cV ensembles  ouverts  O,  telle  que  tout  point  deV 
appartienne  à  Vun  d'eux.  Alors  l  ensemble  F  est  contenu 
dans  la  somme  dun  nombre  limité  de  ces  ensembles  O. 

En  edet,  un  point  M  de  F,  étant  intérieur  à  un  ensemble  O 
qui  le  contient,  est  intérieur  à  un  domaine  to  exclu  de  CO.  iVous 
dirons  que  cet  O  et  cet  w  se  correspondenl.  Nous  venons  de 
prouver  qu'on  peut  couvrir  tout  l'ensemble  F  avec  un  nombre 
limité  de  ces  «o.  Mais  alors  tout  l'ensemble  F  est  a  fortiori  recou- 
vert par  les  ensembles  O  correspondants. 


CIIAPiïKK   11. 

MKSLHK   \>h>  I  \>i:.MMLi;s   Kl    iMiNCIloNS   MKSI  M  M'.I.KS. 


I.  —    I]nsi:.mhi.ks  mk-i  uabi.l^. 

IG.  Considérations  préliminaires.  —  La  mesure  des  {grandeurs 
repose  »iir  un  ;i\niine  loiuliniiciiial  :  /e  (ouf  est  /<t  somme  des  par- 
ties. Si  nue  «^r.iiuleiir  se  |)ai'tai;e  en  parties  «le  inème  espèee.  la 
mesure  <lii  loiil  sera  la  somme  des  mesures  des  parties.  Eurlide. 
(jui  a  formulé  cet  axiome,  a  fondé  sur  lui  la  théorie  de  la  mesure 
des  (i<;ur('s  de  la  géométrie  élémentaire  < i  Ions  ses  successeurs  ont 
lait  de  même  (  '  I. 

1  ouïe  yéné'ralisalion  de  la  llié-orie  de  la  mesure,  telle  la  mesure 
des  ensemliles.  doit  donc  se  proposer  comme  première  ((Midiliou 
de  I  t'spccier  le  principe  précédent. 

I,a  mesure  d  un  ensemble  \'\  est  un  nombre,  positif  ou  nuL 
altaelié  it  cel  enseudtle  et  i|ui  en  dé|)eiid.  ()n  exprime  celle  corres- 
pondance en  disant  <pie  la  mesure  es!  une  faiictitui  de  l  en- 
^iifddi'  V..  I  )  après  ce  (pu  pré'cèdc.  celle  Imiclion  doit  siilis|inre  ;i 
deux  conditions  essciiliclles  : 

I"  l'Jle  diul  être  </dditi\'r,  c'esl-à-dire  (pie  la  mesure  d'une 
somme  d  ensemliles  sans  point  commun  deux  à  deux  doit  être  la 
sdinnie  des  mcMiies  des  pai  lies. 

•j>."  l'Jle  doit  se  réduire  à  la  mesiir»'  au  sens  (-lemenlairc  «iaiis  le 
ca*"  de»;  (i^ures  êleineiitaires,  se';ment.  rectaii'^le.  etc. 

I,.i  première  de  («-s  deux  conditions,  \tidditi\ile .  peul  être 
étendue  de  d«Mi\  iimnieres  :  une  fonction  esl  (idditi\e  nu  sens 
restitinl  s|  l'Ile  II  ,.*!  .i(|(|||i\e  ipie  potii  nn  niunliic  tiiii  de  leinies: 
elle  esl  (id<{tlt\c  <iu  sens  cn/n/de/  si  elji-  es!  cncdrc  .tdc|ili\c  |ioui 
une  infinité  dénombrable  de  termes. 


(')    l'our  dt^liiin   la    inclure  des  figurcfi  K*^ui*><°lri<|iics.    ||  f.uii    .m   |innri|)c    |>io- 
'«'•(Icnl  jciirulrr  «cliiiri  :  tk-K  rif:ut<-s  ('(:;ileA  (  sii|iit|his;i|)|c>.  i  mit  iik'iiic  iiicMirr . 
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Le  progrès  essentiel  obtenu  par  MM.  Borel  et  Lebesgue  clans  la 
tliéorici  de  la  mesure,  est  d'avoir  réalisé  l'additivité  au  sens  com- 
plet. Toute  la  supériorité  de  leur  théorie  vient  de  là.  Il  importe 
toutefois  de  dire  que  la  première  idée  de  cette  théorie  revient  à 
M.  Borel  (').  L'œuvre  propre  de  M.  Lebesgue  ne  commence 
qu'avec  les  intégrales  définies  (-). 

Nous  nous  proj)osons  maintenant  de  montrer  que  les  deux  con- 
ditions que  nous  venons  de  préciser,  en  y  ajoutant  celle  d'être  non 
négative,  suffisent  pour  définir  la  mesure  des  ensembles  auxquels 
M.  Lebesgue  a  donné  le  nom  (Vensembles  mesurables. 

Il  y  a  lieu  d'étudier  tout  d'abord  les  ensembles  sommes  d'inter- 
valles (dans  le  cas  linéaire),  ou  sommes  de  domaines  rectangu- 
iaiies  (dans  le  cas  général).  Cette  étude  repose  sur  un  lemme  pré- 
liminaire. 

17.  Lemme.  —  Si  un  ensemble  linéaire  borné  peut  être 
considéré  de  deux  manières  différentes  comme  la  somme  d'une 
infinité  dénombrable  d^ intervalles  non  empiétants.,  la  somme 
des  mesures  de  ces  intervalles  est  la  même  dans  les  deux  cas. 

J3ésignons  par  a/  les  inlervalles  de  la  première  somme  et  par  |îi>t 
ceux  de  la  seconde.  Ces  inlervalles  peuvent  être  ouverts  ou  fermés, 
et  deux  intervalles  d'une  même  somme  peuvent  avoir  uue  extré- 
mité commune.  Nous  n'excluons  pas  le  cas  limite  où  un  inter- 
valle a/  ou  '^k  se  réduit  à  un  seul  point.  Ainsi  un  point  est  consi- 
déré comme  un  \nler\'d\\e  fermé  de  mesure  nulle. 

Désignons  par  m^y.i  et  mfjk  les  mesures  de  ces  intervalles  et 
supposons,  par  impossible,  que  l'on  ail 

1  1 

Nous  aurons  encore,  pour  une  valeur  suffisamment  grande  de  n, 

2"«=«/ >^'«?A• 


(')  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  i8(j8. 
(-)    Thèse ^  1902. 

V.  P. 


i8  <.ii\i-iTi(i:   II. 

I  >c>iinuns-iHms  iiih'  x'-nc  |i(t^ilive  c| -|- îa -!-•  •  •  ^^^  ><)imiie  infé- 
rieure il  la  (lomi-dillV'icnce  »l«'s  deux  membres  de  celle  iné;;alilé. 
Associons  à  eli;u|iie  a,  lin  iuleivalle  yV/7?Jr  a^  <;  a,  el  à  rliiujiie  [j/; 
un  inl«>r\alle  |j^  conlenanl  jS*  «lans  son  intérieur,  tels  (jin-  I  mi  ait 

m  a,  —  m  i)  <  î,         i-l  m  ]i/.  —  tn  //.    '  î/.  : 

nous  aurons  eiieoie 

Il  oo 

1  1 

Mais  ceci  ol  im|K)Ssildr.  en  scrlii  du  leinine  de  Horel  (  n"  lo). 
Kn  ellel,  loiil  |)oinl  d'un  a^  esl  intérieur  à  un  iiilersalle  'pi,..  Donc 
les  //  |ueinicis  a^  peuveni,  «'tant  fermes.  vWe  lecouverls  j)ar  un 
nf)ml)re  limité  de  |3^..  La  somme  des  iiioures  de  ces  ^^  surpasse 
donc  celle  des  mesures  des  n  jnemiers  %■  el  la  somme  des  mesure*^ 
de  tous  les  'i,  la  surpasse  i(  forfiori.  ce  (|ui  esl  en  conlr.idiclion 
avec  riiK'j^aliié  préct-denle. 

IX.  Mesure  des  ensembles  sommes  d'intervalles.  -  Nmis 
allons  considérer  ici  el  représenler  a\ec  les  nolalions  C,  <i\,  «L'a,  .  .  . 
des  ensemhles  supposés  sommes  d  inlervalles  el  Ions  compris  dans 
un  inlervalle  (o,  h)  comme  dans  le  cas  piécédenl.  Ces  intervalles, 
ouverts  ou  fermés,  sont  supposés  non  cmpiétanls,  mais  peuvent 
avoir  une  exlréuiité  commune.  Ils  peinent  éventuellement  se 
réduire  à  des  points.  \  oici  d  ahoid  la  définition  de  la  mesure  des 
ensembles  de  celle  espèce  : 

J.d  iiiesitre.  f/U  «l'un  ense/nb/e  »!  est  la  soinnic  (/es  niesttres 
des  inter\'(illes  y.  inii  le  eoiiipusent . 


Cette  ddinition  e»l  inipoM-c  par  la  condilnui  .iddili\<>.  j^ile  est 
lé^iliiiic.  lu  vcriii  du  Iciume  pi«'(fdriil .  en  le  i/siillal  est  le  même 
pnui-   tiiiilc   dc(-oni|)osit  ion   de   <!' . 

La  iiicsiiie  des  ensembles  v    |imiiI  de»  |>i opi  iclcs  suivaiilc's  : 

I  ■'   Si'/ii/i  (fi/i-  f/is  enscnililes  >.,.»_,,    ...   einplètetit  mi    n'em- 
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piètent  pas^  on  a  le  droit  d'écrire  V une  des  deux  relations 

m{iLi-\-  Ci-\- .  . .)  '^  mC)-\-  niC-2-^-  .  . , 

m(Ci-\-  €-2^.  .  .)  =  mCi-i-  mC,-b 

En  eliet,  la  totalité  des  intervalles  qui  composent  les  ensembles 
vL).  C-2,  ..  .  est  dénombrable  et  nous  pouvons  les  ranger  dans  une 
suite  unique  a,,  Xa,  ....  Les  intervalles  a  ne  peuvent  empiéter 
qu'à  la  condition  de  provenir  de  deux  ensembles  C  empiétants. 
Considérons  d'abord  une  somme  finie  d'intervalles.  Dans  ce  cas 
nous  avons,  sans  aucune  difficidté,  selon  qu'il  y  a  ou  qu'il  n'y  a 
pas  d'empiétements,  ' 


'  2  ^/^-  =2  "'  '''■  '    '"  ^  °"'  "2 


m  ax-, 


Faisons  tendre  n  vers  l'infini.  Observons  que  la  somme  des 
n  premiers  intervalles  ay^,  qui  peuvent  empiéter,  se  réduit  à  une 
somme  d'intervalles  [it  non  empiétants,  et  que  l'addition  d'un 
nouvel  intervalle  o-n+i  revient  à  celle  d'un  certain  nombre  d'inter- 
valles [3  n'empiétant  pas.  Nous  pouvons  donc  ap|)liquer  le  lemme 
précédent,  de  sorte  que  les  deux  relations  que  nous  venons  d'écrire 
ont  pour  limites  les  deux  relations  à  démontrer. 

2"  Si  Cf  et  C-i  ont  des  points  communs^  on  a 

m  €  1  -f-  m  d  =  m  (  Ci  -i-  Co  )  -h  rn{  C\  C^). 

Soient  «rt  et  bu  des  sommes  d'un  nombre  (ini  d'intervalles 
(pouvant  encore  se  réduite  à  des  points);  ces  intervalles,  dont  le 
nombre  croît  avec  n,  embrassent  progressivement  tout  »1")  et  toulCj 
quand  n  tend  vers  l'infini.  Alors  an-\~b,i  et  a,ib,i  sont  des 
sommes  de  même  nature  qui  embrassent  t!^|-t-vl'2  et  CyC^  quand 
n  tend  vers  l'infiiii.  On  a,  sans  difficulté^  pour  un  nombre  fini 
d'intervalles, 

ma,,  -i-  nib„  =  ni{a,i  -r-  b^  )  4-  ni{  «„  bn  l, 

et    celte  équation   tend    vers    la    précédente    quand    n    tend    vers 
l'infini. 

19.   Mesure  des  ensembles   ouverts   et  fermés.  —   Nous  allons 


20  CIUI'IIIU;    H.  ^ 

iiiaiiili'iKinl  considérer  vies  «mi-«iiiIiI<>  linéaires,  ouverts  ou  fermés 
sur  un  iiiterxalle  (^«,  //),  |>iir  rapport  aucpu-l  nous  prendrons  les 
eoniplénunlaires.  Nous  désignerons  les  enseinItUs  ouvcils  a\ee  la 
lettre  (),  et  les  fermés  avec  la  lettre  l\  L«s  enseuiMes  O  sont  des 
sonunes  d'intervalles  ;  ils  rentrent  dans  la  caléj;orie  des  ensembles  *^' 
du  numéro  précédent  et  nous  pouvons  leur  appliquer  les  résultats 
ac(piis. 

A(/  nu'surc  d' un  cnsfiuhlc  omrrf  O  est  la  somme  des  mesures 
lies  intervalles  non  em/ué(fin/s  (jui  Ir  cont/toscfif . 

I"  On  (i,  selon  ijue  les  ensemhhs  (  >,.  (  )o,  ...  [en  nombre  fini 
iiu  infini)  empiètent  ou  non. 

(i)                            m(U,-r- Oi-l-.  .  .)  ^  mOi-h  /nOt-h. . ., 
(i)  m(0,-f-  Oj-(-.  .  .)  =  mOi^mOîH- 

2"  Si  deux  ensembles  (),,  Oj  empiètent,  on  a 
(3)  //jO,-r-  mOi=  /«(Oi-r-  Oi)-H  m(0,<)2). 

Passons  niainlenant  aux  ensembles  feruu's  I". 

[ai  mesure   d'un  ensendde   fe/rnè   F  est  le  eom/dèment  de  bi 

mesure  de  son  eomplémentaire,  CI'\  qui  est  un  O,  c'est-èi-dire 

que  l\tt\  a 

tn  V  —  h  —  (t    -  //*  (  ;i". 

Cette  (h'iiiiilion  est  imposée  |)ar  la  propriété  additive  et.  par 
cons''«pieiit ,  nr  peut  être  en  (Mmtrailiction  avec  la  précédente  si  V 
est  uiH-  •>oMiMic  (I  mil  ixallcs. 

I\ou>  uli|(ii(iii>  lis  proposilion>  >ui\aulr>  : 

ii"  Si  1rs  r/ise//d/lrs  \\  et  l'._,  empiètent ,  on  <( 

m  l'"|  -+-  m  \'t  =  ni{  l\  ■+■  l'\  |  -+-  //i(  l*'i  Fj). 

I'!m  idil.  les  (oMipliiiifiilaires  ilc  I*',  et  \'.j  sont  des  ensembles 
onv«'rts  (),  «M  Oj-,  ceux  dr  l'',-|-l'\.  et  F,  l'\.  sont  abus  ())(-)a 
cl  O,  -+-<>-.  l/é(pialioii  pré'»  «'(b-nle  rr\  ieul  doiu"  à  l'éipialion  (3) 
liai   ibliuilioii  ili-  l.i  uir>urr  il<'>  eiisendiliN  It-run-^. 

/|"  l'Ji  pailKulnr,  m  lis  ibiix  <■ll^(!llllll^•^  I',  il  I' _,  >oul  san>N 
point   (oiiiiiiiiii.  I' ,  l'\>  i-laiil  nul,  il  \iciit 

//(    Il       )■  :  »        l'i   »    in  Kj. 


MESURE    DES    ENSEMBLIÎS    ET    FONCTIONS   MESURABLES.  .11 

On  en  conclut,  de  proche  en  proche,  que  la  mesure  est  additke 
pour  tout  nombre  fini  d'ensembles  fermés  non  empiétants. 

5°  Si  un  ensemble  O  contient  an  F,  O  —  F  est  ouvert  et  l'on  a 

(4)  w(0  — F)  =  mO  — /nF. 

Fn  efl'et,  considérons  la  relation  entre  les  complémentaires 

C(0  — F)  =  GO-i-F. 

Au  second  membre,  les  deux  ensembles  sont  fermés  et  sans  point 
commun,  il  vient  donc,  par  la  règle  précédente, 

mC(0  — F)  =  /«GO  +  mF. 

Cette   équation    revient   à    (4)    par   définition    de    la  mesure   des 
ensembles  fermés  C(0 —  F)  et  GO. 

La  relation    prouve  ((ue  si  O  >>  F,  on  a  m  O  ^  m  F. 

6'  Tout  ensemble  ouvert  O  contient  un  ensemble  fermé  F 
de  mesure  infiniment  voisine  de  la  sienne. 

En  etlet,  O  est  une  somme  d'intervalles  fermés  a;^  (n°  14)  et  sa 
mesure  est  la  somme  des  mesures  de  ces  intervalles.  La  somme  des 
n  premiers  intervalles  est  un  ensemble  fermé  F^  dont  la  mesure 
tend  vers  celle  de  O. 

-"  Réciproc/uement,  tout  ensemble  F  est  contenu  dans  un 
ensemble  O  de  mesure  infiniment  voisine  de  la  sienne. 

Cette  propriété  revient  à  la  précédente  par  la  considération  du 
complémentaire  O'  de  F.  Celui-ci  contient  un  F',  dont  le  complé- 
mentaire est  un  O  contenant  F.  On  a  d'ailleurs 

m  O'  —  m  F'  =  mO  —  ni  F. 

Il  suit  de  là,  en  tenant  compte  de  5".  que  la  mesure  d' un 
ensemble  fermé  F  est  la  borne  inférieure  de  la  mesure  des 
ensembles  ()  rjui  le  contiennent . 

20.  Extension  à  l'espace.  —  J^es  considérations  sur  les  ensem- 
bles linéaires  contenues  dans  les  numéros  précédents  s'étendent 
d'elles-mêmes  à  l'espace.  ïl  suffit  de  remplacer  le  mol  intervalle 
par  domaine  et  le  mot  extrémité  par  frontière. 


cil  vi'iTui:  II. 

L<i  /Hcsurr  f/'i/n  cnse/nblc  uinerl  O  est  La  soninw  tirs  mrsiii  es 
(ir<  (iof/uiines  rectangulaires  qui  le  ronstituent. 

I.ii  mesure  il' un  ensemble  fermé  F  est  le  complémcnl  de  la 
mesure  ilu  eoniplénientaire,  (jui  est  un  O.  Elle  est  aussi  la 
borne  inférieure  de  la  mesure  de  tous  les  O  contenant  F. 

On  peut  ;i|i|tlii|ii<'i;iii\  (  )  <i  iiii\  !■"  lonles  les  formules  du  numéro 
précédent. 

:21.  Ensembles  mesurables. —  Soil  A  un  doiiKiinc  Ijonié  reclaii- 
':ulairc  <l  un  nonilnc  (|iitd(Oii(Hic  de  diincnsioiis  (un  inler\;dli' 
dans  le  cas  linéaire). 

Considérons  un  ensomldc  \i  dans  A. 

La  mesure  extérieure  de  F,  ni^E^  est  la  borne  inférieure  ries 
mesures  des  ensembles  ouverts  O  contenant  F. 

I.a  mesure  intérieure  de  F,  /«/E,  est  la  borne  supérieure  des 
mesures  des  e/isend/les  fermés  F  contenus  dans  F  (  '  i. 

Fn  \erlu  de  la  proposition  5"  du  n"  11),  la  mesure  intérieure  ne 
peut  surpasser  la  mesure  extérieure,  car  si  l'on  a  O  >  E  >■  P  , 
(Ml  a   m  (  )     ///  (•  . 

Aous  utiliserons  les  proprifiéN  sui\aiit<'S  de  la  mesure  oxlé-- 
rieurc  : 

i"  Si  F|  >  \i>,  on  a   ///,. I'>,  ?: ///,. I''.a- 

Fn  elFet.  tout  ensemble  ouvert  contenant  F,  ctniiitiii  Fo. 

i>"  On  a.  (fuil  <iuc  soit  le  manbre  de  termes  fini  uu  mjini. 
niai>i  tons  les  termes  étant  compris  dans  le  dnnimur  A. 

n\c^  \\\  4-  lis  -f- . .  .  )  -  mf  Kl  +  /«,.  l'^î  H- .  .  . . 

Fn  ellet,  soient  (),.()_,,  ...  des  enscmldcs  oiiNcrls  conlenanl 
E(,  1^21  •••:  alors  (  O, -t- O^ -4-  .  .  .  )  est  «uivcrt  cl  t(inlicnl 
(  F|  -^  F.j  -    ...    ;  il  vient  donc  (n"  \\S\ 

in,.f  l'^i  -^  Kj  --...)'-'  //H  (  )|  -: Di   1   .  .  .  I  _  ///  n,  -+   //(  (  t.j      .... 

(  )ii  peut  rcmplarci-  //jO,,  wj()j,  ...  par  leurs  bornes  inférieures 
;/»,F,.  wj^F-j,  ...  :  on   linmc  la  loiniub*  à  démontrer. 


{■  j  \xs  ll■'lllH(l•ln^  lii-   M.  I.cIm->^iic  sont    foi  niulrcv  cii  iciiih'»  ililtirrciil*.  mais 
ikoiil  c<|Ui\;ilcnl<'*>  iMI»   )>i'i'Tr<li;nlC!i. 
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La  mesure  d'un  ensemble  ne  peut  être  une  fonction  additive  et 
non  négative  qu'à  la  condition  d'être  intermédiaire  entre  les 
mesures  intérieure  et  extérieure.  Elle  est  donc  déterminée  si  ces 
deux  mesures  coïncident  et  l'on  dit  alors,  avec  M.  Lebesgue,  que 
l'ensemble  est  mesurable.  Nous  avons  donc  la  définition  sui- 
vante : 

Un  ensemble  mesurable  E  est  un  ensemble  dont  les  mesures 
extérieure  et  intérieure  ont  la  même  valeur,  et  cette  valeur  est 
la  mesure  de  E,  /;iE. 

Nous  pouvons  aussi  énoncer  la  règle  suivante  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu  un  ensemble  E 

soit  mesurable  est  qu\i  tout  t  positif  donné,   on  puisse  faire 

correspondre   deux   ensembles   O    et  F,  ouvert  et  fermé,   tels 

qu^on  ait 

0>E>F,        /»0  — mF<E. 

La  mesure  de  E  est  la  limite  commune  de  celles  de  O  et  de  F 
quand  t  tend  vers  zéro. 

D'après  cela,  si  E  est  mesurable,  son  complémentaire  C est 
aussi,  car  on  tire  des  relations  précédentes,  celles-ci  : 

CF  >  CE  >  CO,         mCF  —  m  CO  <  s, 

qui  expriment  que  CE  est  mesurable. 

Remarquons  enfin  (ju'w/i  ensemble  ouvert  O  est  mesurable, 
car  il  est  contenu  en  lui-même  et  contient  un  F  de  mesure  infi- 
niment voisine  (n"  19,  <)").  Un  ensemble  fermé  F  est  mesurable 
comme  complémentaire  d'un  O. 

22.  Nouveau  critérium  de  mesurabilité. —  La  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu'un  ensemble  E  soit  mesurable  est 
que,  quelque  soit  z  positif  donné,  on  puisse  décomposer  E  dans 

la  somme 

E  =  F  H-  e, 

d'un  ensemble  fermé  F  et  d'un  ensemble  e  de  mesure  exté- 
rieure <E.  La  mesure  de  E  est  limite  de  celle  de  F  quand  s 
tend  vers  zéro. 


•Jl4  <  ■>  VI'IIKK    II. 

Celle  condilniii  «'.si  .siillisiuilc.  ciii-,  si  clic  ii  lien,  ou  ii.  |»;ir  \,\ 
propriéh'  ■>"  dr  la  mesure  exU-rieiire  (  a"  21  ), 

I  >  ailleurs,  la  mesure  inlérieiiic  \aiit  au  muiiis  /ni   par  (h'Iinilicm  ; 
donc  les  deux  mesures  de  K  sont  inliiiiinenl  voisines. 

(lelle  condilion  est  nécessaii'e,  car  si  E  esl  mesiiraMc,  il  cxisio 
deux  ensembles  O  et  F  tels  qu'on  ail 

(►  >  K  :     r.  niO  —  mV  <  s; 

aii(|iicl  cas,  nu  |iciil  poser 

K  =  V  -■-  e,         c  <  (  )  —  F. 

<  )r.  (  ►     -  I'  csi  ou\erl  ;  il  \  ioni  donc  (n"  19,  .V'^ 

nicC  '-  m  (  (J  —  1"  I  —  //H  >        tn  F  <;  î, 

l'.S.  Sommes  et  produits  d'ensembles  mesurables.  Xous  allons 
vérilier,  en  nous  servant  du  crilérium  précédent,  que  le  caractère 
de  niesurabililé  se  conserve  dans  les  opérations  sur  les  ensembles, 
et,  en  parliculier,  que  la  mesure  satisfait  à  la  loi  addilive  que  nous 
nous  sommes  |)ioj)()sés  de  réaliseï*. 

i"  l.i'x  sof/i/Hc  el  proiliiit,  finis  an  infinis,  d'cnscnililfs 
luesiii  (tblcx,  co/i/r/nts  ({tins  lo  dunininr  A.  sont  nirsindhlcs. 

Soient  1^,.  \\.,.  .  .  .,  1'^,,,  . . .  des  cnsend)lcs  mesurables,  en  noml)re 
fini    iMi    inlini.    l'aisons-leiir  correspondre   une  suite   de   nombres 

j)osili(>    z,.    s.j i„,   ...    de    somme   inférieure  à    un    nombre   î 

donn*'-.    iS'ous    pouvons,   p(»ur  c|ia(pie   indice    //,    faire    la    di-compo- 
sition  pr('\ue  dans  le  eiil»''iiiiiu   pi<(('-dcMl  : 

(  >oil>>id('-rons  d  abonl  le  |)i'odniI  de  (("^  <'ilscmlile-  : 

K|IC|..  .  K„  ...  :  :  {\'\-^-  ei)(ï'\---  ti).  .  A  \'„^-r„) 

Un  poiiil   de  (  (•  prodiiil.   s'il    ii'app  II  I  leiil   pas    a    loiis    les    \- „    apjiar- 
lieiit  a  un   e,|  ,111  moins,  de  seule  iiiie  ihmis  piuiviuis  pnser 

K|l''|.  ..  =  l''i  I'".'  e  <  r,   i-  r, 
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C'esl  là  précisément  la  décomposition  qui  prouve  que  le  produit 
est  mesurable,  car  F,  Fo . .  .  est  fermé  et  Ton  a 

me e  <  ni,. Cl  -+-  m^Ci -i-  ...<£,  -h  ï, -+-..  .  r;  s. 

Considérons  maintenant  la  somme  Ei  +  EoH----  des  ensembles; 
elle  est  mesurable  aussi,  parce  que  l'ensemble  complémentaire  est 
un  produit,  ce  qui  ramène  au  cas  précédent. 

2"  Se  les  ensembles  mesurables  E, ,  Eo,  .  •  •  e/t  nombre  fini  ou 
infini^  tous  contenus  dans  le  flomaine  A,  sont  sans  point 
commun  deux  à  deux.,  on  a 

/«  (  E 1  -f-  Eo  -t-  •  •  ■  )  =  /H  E I  -4-  m  Iv)  —  . . . . 

La  mesure  est  donc  une  fonction  d'ensemble  comolètenient 
additive. 

Considérons  d'abord  la  somme  E,  +  Eo  de  deux  termes  seule- 
ment. Faisons  les  décompositions 

Ei  =  Fi-!-c,.         M,=^\'..-\-  e-i, 
d'où  ^  ■ 

E,-f-Eo=  (Fi-f- I%)  +  (e,-he.). 

Quand  e,  et  Co  sont  de  mesures  extérieures  inlîniment  petites, 
<?i  +  eo  l'est  aussi  (n'*21,  2').  Alors  les  mesures  de  E|  et  de  Eo 
sont  les  limites  de  celles  de  F)  et  de  Fo  ;  de  même,  celle  de  EiH-Ej 
est  limite  de  celle  de  F|  -\-  Fo.  Mais  les  deux  ensembles  fermés  F) 
et  Fo  sont  sans  point  commun;  on  a  donc  (n°  19,   j") 

m(F,  -1-  F2  )  —  m¥ i^  m  F.>  ; 
et,  à  la  limite, 

/«(El  -1-  E.>)  =  m  E]  -t-  m  E». 

Ainsi  la  mesure  est  additive  pour  deux  ensembles  mesurables  et, 
par  conséquent,  pour  toute  somme  finie  de  tels  ensembles. 

Considérons,  en  second  lieu,  une  somme  infinie  E,  +  Eo -f-  .  .  .. 
Nous  savons  déjà  qu'elle  est  mesurable.  Ea  propriété  2°  de  la 
mesure  extérieure  (n"  21)  nous  donne  une  première  inégalité 

/«  (  E 1  H-  E,  H-  . . .  )  ;i  //«  El  -(-  /n  Eo  -t- . . . . 
< 
Nous  allons  en  cliercher  une  autre  en  sens  inverse.  Posons 

El  4- E., -+- . .  .  =  (  El -4- E. -f- . . . -f- E„  ) -f- H„. 


CIUI'ITHK    II. 


L  «"ii»iiiil>lr  l>„ --  K,,^, -f-  l-«+a    --  ...  f'^y  mcsiir.ihii',  cl.  la  loi  atlili- 
livc  »  .i|)|ili(|n.iiil   .iii\  soiiiincs  liiiics.  il  vinil 

;/j  (  Kj  -;-  Kj  — . . .  I  =  //»  lî|  -t-  ni  Ej  -f- .  . .  -i-  m  K„  -^  m  l\,i 
"  fil  Kl  -T-  /iiK,-^ . . .  —  /n  K„ . 

l'oiir  //  =:x,  celle  iné^'alité  esl  de  sens  contraire  à  la  pri-cédenle 
cl.  |>,ir  coii'^éqncnt .  I  «'i^allli'  'ioulo  rst  possible.  Il  vient  don<' 

m  I  \i\  ^  \-->  -- .  . .  I   -  //i  \li  -+■  m  1*^2  --.... 

1"  Lu  ilijjcn-ncr  dr  ch'nx  l'nsnnblrs  mesurables  est  niesu- 
rable  et  si  K,  >  Ej.  on  d 

m  (  K,  —  I].,  )  =  m  I{,  —  m  iij. 

Celle  rr^k'  ii-Mcnl  à  colle  de  iaddilion  par  la  considcr.ilion  des 
cninpi«Miienlaires  :  on  obtient  la  lelaliuii 

//H:(  I:,  -  Iv,  (  =  miCAii  -i-  \\i)  =  mCK,  -h  mlù, 

(|iii  cnli'aîiK'  la  prrct'denle. 

.\"  Tout  l'iisi'inbh'  tlénonibrabb'  de  points  est  dr  mesure 
nulle . 

\  Il  point  fsl  lin  cnseniblc  Icrmc  de  mesure  iiiillc:  donc,  par 
la  pro|inélc  addilixc.  lonl  cnscnible  somme  de  points  esl  aussi  de 
mesure  nulle 

Ce<-i  pidinc  (pi  ////  intrii, dlb'.  n'rtant  /kis  de  mesi/rc  nulle, 
contient  une  infinité  non  dénondnable  de  /xiints.  V.w  parlitiilier. 
N*s  points  on  les  nombres  <lc  rinlcrsallc  (o.  i  rormenl  un  cn>-cinl»le 
non  dénombrable  (n"   I  ). 

l2i.  Mesures  d'ensembles  limites.  —  Si  l'an  ronsidrre  une 
suite  tllmittce  d' ensembles  in<  surables  sdlis  faisdnt  au.i  (  midi  - 
tiiins  E,  <  Ka  <  K3  < on  a 

liiii  I  m  V.,,  I  —  ///(  K|  -t-  Kj  -4- .  .  .  ). 

Si .  nu  <  .i/tlr,un\  I'!,  .  ■  Kj  ^>  Ej^- ini  n 

liiM  I  ///  K„  I  ~  ni(  K,  K,  ,  .    I. 

ti     * 

<  .es  d«'ii\    n'-^iiilal»  rciilicnt    l'un   dans  Taiilrc  pai   I1-.  coniplcinen- 
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laires.  Il  suffit  de  prouver  le  premier.  On  a 

E,+  £2  +  ...=  K|  H-(E2— E,) -h... -f-(E„—E„_,  )"+-..  .. 

Chaque  K,,  contenanl  le  précédent,  le  second  membre  est  une 
somme  d'ensembles  sans  point  commun  deux  à  deux;  on  a,  par  la 
loi  additive, 

/«(  Ej  +  E2-I-. .  .)  =  mEi  +  ('7nE2  —  /?«  Ej  )  -f- . .  .-+-( niE,i —  m  E„_,  1  -+-.., . 

C'est,  sous  une  autre  forme,  la  formule  à  démontrer. 

Les  deux  règles  précédentes  sont  des  cas  particuliers  de  la  règle 
générale  suivante  (  '  )  •' 

Si  une  suite   illimitée  cV ensembles   mesurables  E,,  Eo,  ..., 

E„,  ...  a  une  limite   unique  E,   cette  limite  est  mesurable   et 

l'on  a 

m  E  =  lim(mE„). 

En  efl'el,  considéré  comme  plus  petite  limite,  E  est  la  somme 
des  ensembles  E„E,<^,  . . .,  et  considéré  comme  plus  grande  limite 
le  produit  des  ensembles  (E„-l-  E„^,  +  .  . .)  où  /i  =  i ,  2,  3,  . . .  . 
11  vient,  respectivement,  par  l'une  des  deux  règles  précédentes, 

m  E  =  liin  m  (  E,j  E„+i  .  .  .)  £  lini  m  E,j, 

m  E  =  ]\m  ni(\la  +  E,i^i  -H .  .  .)  ^  lim  m  E,j, 

II  — 00  ■  n  =  00 

ce  qui  prouve  la  proposition. 

2.  —  Fonctions  mesurables. 

25.  Déjfinition  des  fonctions  mesurables. —  Soient  .r,  1.  ...  les 
coordonnées  d'un  point  P,  variable  dans  un  ensemble  mesu- 
rable E.  Soit/(a7,  )',  ...)ou,  plus  simplement, /(P)  une  fonction 
de  .r,  y,  ...  ou  du  point  V.  Nous  supposerons  que  cette  fonction 
est  uniçoque^  c'est-à-dire  qu'elle  admet,  en  chaque  point  de  E. 
une  valeur  unique,  finie  ou  infinie  de  signe  déterminé  (2). 


(';   De  la  \  allée  I^oussin,  Mémoire  cilé. 

(')  Une  fonction  qui  ne  prend  pas  de  valeurs  infinies  est  liile  finie.  Elle  est. 
infinie  dans  le  cas  contraire.  Il  faut  rennarquer  (ju'unc  fonction  finie  n'est  pas 
pour  cela  bornée. 


•i8  CIUI'ITRK    H. 

C.onvtnoi)>  (le  drsigner  lespeclivoiiieiil  |);ir  E(/^A), 
K(/'<A).  ...  Il-  «n-^t'iuMes  de  points  de  K  où  y  salisfail  à  la 
condition  ind)(|nt''c  dans  la  |)arenllR'sc.  La  dt'linition  des  fonctions 
ni<stiral)lcs  a  vU'  donn«''c  par  M.  Lebesjjue  dans  sa  Tlièse.  On  peut 
1,1  (oriiMilcr  comme  il  suit  : 

La  fofxclion  f  \  l'i  rsl  nicsuitible  dans  K,  si  l'un  au  moins  des 
f/itatrr  ensembles 

E(/^A).         F(/<:A),         E(/>A),         E(/<A), 

rst  mesurable  tjiiel  </nr  soit  \  constant,  auquel  cas  ils  sont 
mrsu râbles,  <juel  que  soit  A,  tous  b'S  quatre. 

Les  (jiiatr-e  conditions  sont  elleclivemenl  t''(|iii\alenles.  Les  denx 
premières  sont  é(piivalcntes,  parce  que  les  deux  ensembles  y  rela- 
tifs sont  complémentaires,  et  les  deux  dernières  le  sont  aussi  pour 
la  même  raison.  Il  suffit  donc  de  montrer  f|ue  les  deux  premières 
conditions  sont  é(|iiivalenles  aux  deux  d<'rnières,  ce  (pu  aura  évi- 
demment lieu  si  les  unes  et  les  autres  entraînent  la  mesnrabilité 
de  1m  /"=:  A).  Fircms,  par  exemple,  cette  conséquence  des  deux 
premières  conditions.  L'ensemble  E(/^A)  est  mesurable,  car 
c'e^t  la  |)artie  commune  à  renseinble   I",  (^"^  A)  et  à   toute  la  suite 

des  ensembles  L  {/<i  An \  ,  où  //  pareouil  la  série  des  valeurs 

eut  lères  I ,  :>.,  .) 

//  suffit  pour  ifue  f  soit  mesurable  que  l'un  des  quatre 
rnst-niblts,  f/itr  eji'/npie  E{f^a),  soit  mesurabh'  juair  toutes 
li-s  râleurs  rat ionnelles  de  A. 

I  11  nombre  irrationnel    A    peut    Î-Vve.   délini  coniiiie  limite   d  uiie 

siiite  ratioiimlle  dt'croissante  A,,  Aj,  ...,  A„ Or,  l'ensemble 

R(y">A)  est  la  somme  de  tous  les  ensembles  l^/^A,,).  Si 
ceux-ci  sont  mesurables,  leur  soiiinie  l'est  aussi. 

On  (■onsi<lère  le  plus  souvent  des  fonctions  mesiir;dile-«  dans  un 
diiiii  iiiK-  1 1'<  hiii^iilaii  ('  (lin  inleivaJIi'.  ijaiis  le  cas  linéaire)  ou 
même  d.iiis  tout  l(>spae<>.  Hn  r.imrin-  d  ailleurs  tous  |(>s  cas  à 
eclui-là.  >>i  /  est  inesiiiabji'  ijaiis  I',  inesiirable,  celte  lonelion  seia 
iiK'Nurable  dans  un  douiaiiii-  <|  iieleonipie  eu  la  posait!  nulle 
'l.iiis  (,r,.  lo'eipi  (xpiruir  ni .  si   uuf  buiclKMi  est  nuvsur.ible  dans  un 
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domaine  conlenanl   l'onsemble    li  mesiirahlc,  elle  sera  mesupable 
sur  E,  car  les  produiis  d'ensembles  mesurables  sont  mesurables. 

26.  Propriétés  des  fonctions  mesurables.  —  i"  Soit  a  une 
constante;  si  f  est  mesurable,  a  -\-f  et  a.J\  en  particulier  —  f, 
le  sont  aussi. 

C'est  immédiat. 

2"  Si  f  et  cp  sont  deux  fondions  finies  et  mesurables^  l'en- 
semble E(/>  o)  est  mesurable. 

Si  /  est  fini  et  >■  o,  on  peut  assigner  un  nombre  rationnel  r 
intermédiaire  entre  eux,  et  réciproquement.  Donc  Tensemble, 
E(/>>cp),  des  points  où  /  est  >>  cp  est  mesurable,  Ciir  c'est  la 
somme  de  tous  les  produits 

E(/>r)E(cp</-), 

dans    lesquels    /•   parcourt    l'inlinité    dénonibrable    des     nombres 
rationnels. 

3°  Si  f  et  o  sont  finies  et  mesurables.,  /+  'f  et  f  ^  cp  le  sont 
aussi. 

On  a,  en  effet, 

E(/±cp>A)  =  E(/>A=pcf). 

Mais  la  fonction   A  =p  o  est  mesurable  (i")  et,  par  conséquent,  ce 
dernier  ensemble  l'est  aussi  (2"). 

4"  Si  f  et  o  sont  fuies  et  mesurables.,  fo  Vest  aussi. 

D'abord  /'-  est  mesurable,  car,  A  pouvant  être  supposé  non 
négatif,  on  a 

E(/2^A)  =  E(/|v/Â)  +  E(/^  - /À). 

Le  cas  général  se  ramène  au  pn'cédent  par  la  formule 

4/?  =  (/+?)- -  (/-?;*- 

27.  Limites  de  fonctions  mesurables.  —  1"  Soit  une  suite 
dénonibrable  de  fonctions  /', ,  /o,  ••.,/«,  • .  •  mesurables,  fuies 


;,i  ciiM'iTni.  II. 

<ui  infinies  \  ').  Ahslraction  Jdile  de  l'onlre^  celte  suite  iidmet, 
en  rluifjue  point  \\  une  borne  supérieure  et  une  borne  infé- 
rieure (  finies  ou  infinies).  Ces  bornes,  fondions  de  P,  sont 
mesurables. 

(  l«tii>itl(''rnns.  |);)r  exfiii|ilc.  la  hoiiie  supérir'iirc  <l»  :  rllc  c^l  incsii- 
imMo,  |iai((>  que  ronsciiible  E  (  <I>  >  \)  est  la  soinmo  (Je  tous  les 
fiiseinbles  1'^  (/*„>>  A  ). 

i>"  Tnute  limite  [^  finie  ou  infini('\  d Une  suite  monotone 
^e  est-ii-dire  non  croissante  ou  non  décroissante)  de  fonctions 
f\.  fi fn'  •  ■  •  nirsurid>les  {  finies  ou  infinies)  (-),  est  mesu- 
rable. 

En  ellcl,  la  liiuilc  il  Une  siiilf  iiionotono  osl  ruiic  des  homes  de 
l'ensemidc  (le>  foiiclioiis. 

.')*'  I.rs  plus  grande  et  plus  petite  limites  d' une  suite  dr  fonc- 
tions mesurab/es  {^finies  ou  infinies)  ft,  f-^,  ...,/„,  ...  sont 
mesurables. 

Considérons,  par  exeni|tle,  ia  plus  i;i;mile  limite  <I>.  (>"esl  la 
limite  de  la  suite  monotone  csi,  cso,  •  •  ••  'f//>  •  • .,  où  cp„  est  la  horne 
supérieure  de  l'enseinhle  f,,.  fn+ti  ■  •••  Doue  '^i,  el  $  sont  mesu- 
rahles  par  les  règles  précédentes. 

l"  l'iuiti-  fnnclion  limiti'  {uuitpie)  de  fonctions  nwsu/ifldes 
est  nu'surablf. 

En  eOet.  une  ionclioii  liiiiili'  iiiiupie  est  |()ii|()iir>  limite  d  une 
suite  dénombralde  de  IomcIkhis,  ee  (pu  ramène  au  cas  pré- 
cédent. 

IX.  Limites  de  fouctions  dépendant  d'un  paramètre  continu.  — 
.Sdiciii  1'  un  point  ./•,  )■,  ...  v.iiialde  dans  un  ensemlile  mesii- 
lahle  I'..  ri  /  un  paramètre  \arial)le  dans  un  intervalle  (a,b).  (^<>n- 
sidé-roiis  iim-  loin  lion  iini\  ocpie.  /  (  P,  t),  dépendant  de  J",  r,  ... 
et  d<'  /.   Niiiis  a\oM.s  |;i  if^l»;  >iii\.inle  : 


(')  Voir  la  noie  précédenlf. 

(  •)   t  ne  suilc  illiiiiit<-c  di-  \iilours  iiitiiiics  cJi>  iiu^ine  si^iic  o>t  considt'n-e  comme 

niiiiiiiliiiic  ri  il   |iiiiir   liiiiilr    l'iiiliiii  ilr  if  iih'iih'  si:jiii-.   p.ir  ili'liiiilion  . 
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Si  f  est  mesurable  sur  K  pour  chaque  valeur  particulière 
de  t^a,  et  continue  sur  {a,  b)  pour  chaqwf  point  parti- 
culier P,  alors  les  plus  grande  et  plus  petite  limites  de  f 
quand  t  tend  vers  a  sont  des  fonctions  mesurables  de  V  sur  K. 

Considérons,  par  exemple,  la  pins  grande  limite.  C'est  la  limite 
pour  £=o  de  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  des  valeurs  au 
point  P  de  la  fonction  /  de  /  quand  t  varie  dans  linler- 
valle  {a,  a-\~z).  A  cause  de  la  continuité  en  ^,  on  ne  change  pas 
cette  borne  en  se  limitant  aux  seules  valeurs  rationnelles  de  t  dans 
Tintervaile  (rt,  a  -\-  s).  Mais  cet  ensemble  est  dénombrable,  donc 
la  borne  de  /  dans  cet  ensemble  est  mesurable  (par  la  règle  i"  du 
numéro  précédent)  et  alors  sa  bmite  l'est  aussi. 

La  règle  s'étend  d'elle-même  au  cas  où  t  tend  vers  h  ou  vers  un 
autre  point  quelconque  de  («,  h). 

'^.  —  Ensembles  et  fonctions  mesir.vbles  iB). 

29.  Ensembles  mesurables  (Bj.  —  Les  ensembles  mesurables 
les  plus  simples  sont  les  domaines  rectangulaires  fermés  :  inter- 
valle, rectangle,  ....  selon  le  nombre  de  dimensions  de  l'espace 
considéré.  Tous  les  ensembles  que  l'on  peut  construire  à  partir  de 
ceux-là  par  additions,  soustractions  et  multiplications,  finies  ou 
infinies,  sont  donc  mesurables  aussi,  en  vertu  des  théorèmes  pré- 
cédents. Ces  enseml)les,  les  seuls  qui  aient  été  considérés  au  début 
par  M.  Borel,  ont  été  désignés  par  M.  Lebesguo  sous  le  nom 
d'ensembles  mesurables  (B). 

Si  un  ensemble  est  mesurable  (B),  son  complémentaire  l'est 
aussi,  comme  dilférence  de  deux  ensembles  de  cette  nature. 

Les  ensembles  ouverts  et  les  ensembles  fermés  sont  mesu- 
rables (B).  En  effet,  les  ensembles  ouverts  sont  des  sommes  de 
domaines  rectangulaires  fermés  (n"  11),  et  les  ensembles  fermés 
sont  complémentaires  des  précédents. 

Les  sommes,  dUTérences,  produits  et  limites  d^enscmbles 
mesurables  (B)  sont  mesurables  (  B),  par  définition  même. 

30.  Théorème.  —  Tout  ensemble  E,  mesurable,  est  intermé- 
diaire entre  deux  ensembles  mesurables  (B)  de  même  mesuie 


3j  riiAJ'iTHi-;  II. 

//»/<•  lui,  K,  «  /  Iv,.  :  (iotir  (ris  tju  lin  ail 

E|  <  li  <  Kj,        '/'  \\  =  /"  li  -^  '"  K,- 

Soil  £|.  i, î«.  ••  •   >"'<'  "^nih-    positive,  lendanl    vers    zéro. 

A  «  liiUMiii  lie  tes  nolllbl•«•^  =„  faisons  correspondre  deux  ensembles 
()„  «'l  F„,  Inn  Olive  ri,  l'aiMre  Ici  nié,  salisfaisanl  aux  conditions 

I  „       V.       <>„,         ini)n—  niPn    ;  £«. 

Le>  dt'li\  fii'-riiililrs  tiic^iiiahlfS  (  H  ) 

1:,=  F,-  F,-_...-^|-„_  ....  Kjr^  (J,Oî...O„    .. 

sont  il«'  iiirinc  inesuio  (jiie  K.  cl  l'on  a 

K,  <  E  <  K,. 

iU .  Fonctions  mesurables  (  B).  —  Soit  /"(!*)  une  loiichon  iiicsu- 
rable  dans  un  domaine  rectangulaire  A.  On  sait  que,  dans  ce  cas, 
les  ensembles 

E(/>A).         !•:(/<  A).         K(/>A\         E(/<A) 

sont  mesurables  ijutl  (pu-  soit   \  (^u"l2o). 

Si  ces  ensembU's  sont,  en  outre,  mesurables  (  B),  M.  Lebesj;ue 
dit  cpie  y  e^l  mi'nurahle  i^W)  dans  A.  In  raisoimemenl  pareil  à 
celui  du  n"  !2o  prouve  d'ailleurs  (pie  si  riiii  îles  (pi;itre  ensembles 
est  mesurable  (B)  (pnd  (pie  soii    \.  les  trois  aiilro  le  sont  aussi. 

Soit  IC  un  ensend)le  mesurable  i  B)  dans  un  domaine  A;  pard('li- 
nilion,  une  (onction  /'est  nicsiirablr  (W)  sur  K  si  elle  est  mesu- 
rable (H)  <laiis  A  (pi.ind  ou  l,i  pose  nulle  dans  ('I'.. 

On  peut,  dans  tous  les  llK'ort'uies  énoncés  préccMleiumenl  sur 
les  loiictions  mesurables,  remplacer  le  mol  u  mesinjbjc  »  par 
<(  mesur.ible  (B  )  ».  C'est  la  conséquence  imnit-dialc  de  la  reiiianpie 
qui  termine  le  n"  !2U.  Bkmi  ciileiidn.  \\  laiil  a\oii-  soin  de  faire 
la  substitution  partout .  ]"Lii  paiiieulier,  les  sonuncs,  f/i^/^rrcnrcs, 
faixliitts  il  liniitis  ilr  limitions  incstirahlt's  {\\)  sont  nirsii - 
ruhli's  (  j{  . 

I.a  Jonction  raraclfiislir/m":.  t/'un  rnscnihlc  \\  nirsnrablc  (B) 
rst  nu'sunihlf.  (Bi.  car  l'ensemble  !'!( 'i  "^  V)  est  ideiili(pie  à  K 
s'\  A  esl  ^  I ,  cl  il  est  nul  d.ms  !<•  cas  ( outraiic. 
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32.  Théorème.  —  Une  fonction  f  bornée  el  mesurable  est 
intermédiaire  entre  deux  fonctions  mesurables  (i>)  qui  ne  dif- 
fèrent de  f  que  sur  un  ensemble  de  mesure  nulle. 

Supposonsy*  positif,  ce  qui  est  peiniis,  car  on  peut  au  besoin 
lui  ajouter  une  constante.  Désignons  par/',,  une  fonction  égale  en 
chaque  point  à  la  plus  grande  fraction  de  dénominateur  «  contenue 
dansy(qui  peut  être  o).  Celte  fonction  est  mesurable  etne  prend 
qu'un  nombre  limité  de  valeurs  difïérenles.  Nous  pouvons  former 
le  dévelo|)pement  en  série 

/=/.  +  (/2-/i:)  +  ...+(/«-/.-i)+.--. 

Chaque  terme  est  une  fonction  mesurable,  non  négative,  suscep- 
tible seulement  d'un  nombre  limité  de  valeurs  différentes.  Ecartons 
toute  fonction  négative  :  il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour 
chaque  terme;  donc,  pour  une  fonction  |)rcnant  respectivement 
des  valeurs  «i,  «r/o,  •••,  «a  (autres  que  o)  dans  des  ensembles 
de  caractéristiques  cp,,  cpo,  ,..,  'Ja.  Une  telle  fonction  a  pour  expres- 
sion 

«1  Qi  -t-  «2  ^2  +  •  •  •  -i-  «/i  9A- 

Il  suffît  encore  de  démontrer  le  théorème  pour  chaque  terme; 
donc  pour  la  caractéristique  ce  d'un  ensemble  mesurable,  auquel 
cas  le  théorème  est  le  même  qu'au  n*  30. 

4.  —  Classification  des  fonctions  et  des  ense.mbles  .mesurables  (B). 
Classes  de  Baire. 

33.  Classes  de  Baire.  —  Nous  nous  proposons  de  montrer  que 
Tensemble  des  fonctions  mesurables  (B)  se  confond  avec  l'en- 
semble de  celles  qui  rentrent  dans  les  classes  que  M.  Baire  a  défi- 
nies dans  sa  Thèse  (1899). 

Voici  d'abord  la  classification  due  à  M.  Baire  : 

Les  fonctions  continues  constituent  la  classe  o;  les  fonctions 
discontinues  limites  (finies  ou  infinies)  de  fonctions  continues  (') 


(')  -M.  liaire  n'a,  en  fait,  considéré  dans  sa  Tlièse  que  des  limites  finies,  mais 
celte  restiiclii)n  serait  gênante  et  M.  Baire  l'a  écartée  ultérieurement;  nous 
admettons  que  les  fonctions  peuvent  être  infinies  de  signe  déterminé. 

V.  P.  3 


'i4  cilAI'tTRK    II. 

ccinstiliiriit  l.i  classo  i  ;  les  liiiiiles  de  loiiclions  de  classe  i .  qui  ne 
sont  na>  d«*  classe  i  ni  de  classe  o,  consliluenl  la  classe  '.>-,  el  ainsi 
de  siiiU'.    On   d<-(iiiil   de  la    sorte  des   classes   de  tons    les  ordres 

entiers  n.  i.     ...  // d   ('liiiciMn'   df  ces  classes  est  iVordre 

fini. 

Mainl<-ii:iiil   un  «-onroit  (|u  une  loiutiun   soil    liniitt*  d  nnc   suite 

de  fondions  /^, .  f.^ /«.  ...  d<'  clauses  finies,   niiiis  indcliMiMicnl 

croissantes  a\ec  n.  d  n'appartienne  à  ancnne  d(;s  classes  précé- 
dentes. Celte  limite  appailienl  alors  à  nne  premitre  classe  truns- 
fînie  0).  Les  classes  antérieures  élaienl  iinniédiateinent  précédées 
d'une  .mire  :  elles  sont  (/<■  fiifinicre  espèce;  celle-ci.  au  con- 
traire, u  a  pas  de  prt'cédeiilc  iMiiui'-diaJe  :  elle  est  de  deuxième 
espère. 

La  cla»>e  (.)  esl  suivie  des  classes   (o  +  i ,  (>)  +  2,  (o -f- //,  ... 

de  jneinière  espèce.  Après  toutes  celles-ci  vient  une  noiivelU- 
classe  de  deuxième  espèce  (02,  el  Ion  continue  ainsi  de  suite 
trons/ifiinu'/it,  c'est-à-dire  aussi  loin  cpie  ion  peut  concevoir  1  a|)- 
plicalioii  du  proct'dé.  Nous  dt'inonlrerons,  en  Icrmiiiaiil  ces  leçons, 
(lue  ces  classes  ne  renlient  pas  les  unes  dans  les  autres  el  (juil 
existe  elleclivement  des  fonctions  dans  cliacune  d'elles. 

Les  nombres  (pii  désignent  les  classes  de  Baire,  et  diuil  l.i  gt'né- 
ration  des  classes  fait  connaître  le  mode  de  construction,  consli- 
luenl la  suite  des  nomhres  transfuns.  |)lus  «'•lendue  tpie  celle 
des  entiers  naturels. 

Deux  principes  ser\eulà  la  conslnn  Imu  de  l,i  >iiile  des  nombres 
traii>fini>;  la  construction  de  la  suite  des  entiers  naturels  n  utilise 
que  le  preini<'i-.  (les  deux  principes  sont  les  sui\anl>  : 

I"     \près  lout  twn}lni\  il  y  en  <i  un  <tul/e; 

l/i/rs  toute  suftf  illintitee  de  nombres  croissants 

*^i  <C  <"i  "^  •  •  •  "C  <■*«  ■ .  •  1 
il  y  II  un  pninier  nninhre  su/i>'/  leur  n  tiuili'  lit  suite . 

L  exislcii*  <'  des  clas.>)eM  de  londioiis,  qui  sei.i  d.ildie  à  la  lin  île 
ces  lerons.  prouve  (jiie  ces  principes  ne  coiupoi  icnl  pas  de  contra- 
diction. 

La  dinmnstrntion  pur  1 11  m  rence  s'applnpic  aii\  ii<unlire> 
trall^(illi!>.    l  n  tliéorèiiie  v>{  Nrai   pour  tous  les  ikhiiImo  Iranstinis 
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s'il  est  vrai  pour  le  nombre  i  et  s'il  subsiste  pour  a  (de  pre- 
mière ou  de  deuxième  espèce)  à  condition  d'être  vrai  pour  les 
nombres  -<  a  ('  ). 

34.  Propriétés  des  fonctions  de  Baire.  —  Nous  appellerons 
fonctions  de  Baire  celles  qui  rentrent  dans  les  classes  précé- 
dentes (-).  Nous  j. reviendrons  dans  la  dernière  partie  de  ces 
leçons,  mais  il  importe  dès  maintenant  d'en  établir  les  propriétés 
les  plus  simples. 

i"  On  n  élève  pas  la  classe  cVane  fonction  en  bornant  la 
fonction  à  deux  nombres  a  et  b  (a<C  b). 

Voici  ce  qu'il  faut  entendre  par  là  :  Désignons  par  [y^]^  une 
fonction  égale  à  f  tant  que  f  est  compris  dans  l'intervalle  (a,  ^), 
mais  égale  à  «  si  /*  est  <<  «  et  à  6  si  y  est  >■  b.  Cette  fonction, 
c'est  la  ioncXxonf  bornée  à  a  et  6;  borner  f  à  a  et  6,  c'est  subs- 
tituer [/]a  à/.  Passons  à  la  démonstration  du  théorème. 

Le  théorème  est  exact  pour  la  classe  o.  Montrons  qu'il  subsiste 
pour  la  classe  a,  s'il  est  déjà  prouvé  pour  les  classes  antérieures. 
C  est  immédiat  :  si/  est  limite  de  fonctionsy»  de  classes  antérieures 
à  a,  f  bornée  k  a  eX,  b  est  limite  des  fn  bornées  k  a  et  b  et  (le  théo- 
rème s'appliqnant)  de  classes  antérieures  à  a. 

Voici  deux  conséquences  de  ce  théorème  : 

[Jne  fonction  bornée  de  classe  a.  est  limite  de  fonctions  des 
classes  antérieures  ayant  les  mêmes  bornes. 

Toute  fonction  de  classe  a  est  limite  de  fonctions  bornées  des 
classes'  antérieures. 

En  elVet,  si  /  est,  pour  n  =  ce,  limite  de  f,  de  classe  ■<  a  et, 
si  y"  est  bornée  à  a  et  b,  f  est  aussi  limite  de  /„  bornée  aux  mêmes 
nombres;  si  /  n'est  pas  bornée,  /  est  limite  de  /„  bornée  à  —  n 
et  +  //. 

y"  La  somme  ou  le  produit  d'u/i  nombre  limité  de  fonctions 


^      (')  Pour  plus  de  détails  sur  les  nombres  transfmis,  il  convient  de  lire  le  Cha- 
pitre II  des  Leçons  sur  les  fonctions  discontinues  de  M.  Baire  (Collection  Bore!, 
igoJ). 

(-  )  i\I.  Lebesgue  les  appelle  fonctions  représentables  analytiquement  [Journat 
de  Mathématiques,  igoS). 


ift  <  Il  M'iiKi:  11. 

;A'  /iiiii''.  linii's  et  i/r  ciasses  \.  a,  so/it  des  fonclions  df  litiirc  di' 
cltissi's     a. 

(icllc  |ii<i|Misiiinii  csl  (-las-.ii|iic  pdiir  a  :=  o  (poiif  les  ioticlions 
cuntiiuK's).  Sii|»|)OM)iis-Ia  tl/'inoiilrre  jioiir  les  classes  ^ot  el  mon- 
trons (juelle  suhsistc  |)oiii'  la  classe  a.  (^onsiiii'Toiis.  par  ex<'ni|)lc, 
la  somme  f -\- •:>  ilc  <l«'ii\  fonclions  limes  de  Hairc.  l'.ii  l»\  pollièse, 
/Cl  'i  soni  liiiiilcs.  |Miur  //  ^  -r..  tir  /„  cl  <li'  'i„  tic  classes  ><!  a  el, 
tic  plus,  finies  (  on  vient  (!<•  le  |)miivçr  i.  Donc  f -{- '^  est  limite 
«!«•    /*„   •-  '.;„  (le  classe  -c'  a. 

Wô.  Identité  des  fonctions  de  Baire  et  des  fonctions  mesu- 
rables I  Hi.  —  (^elle  ideiilih'.  <|ui  a  clé  icconiuie  piH'  M.  Lc!)CS};iie  (^'), 
rst  la  coiix'ipience  des  trois  tln'orèmes  suivants  : 

i"    7'i>f/trs  /rs  Jn/ic/fd/is  de  Bain'  soûl  iiirsitiudplcs  (B). 

lin  cHct,  les  loiictioiis  ((inl  unie-;  5iint  iiicsiiialiles  (lîl,  car  les 
ensembles  E(y^A)  smit  alors  Icrmcs.  Les  autres  ioiictions  de 
Baire,  provenant  de  celles-ci  par  des  |)assages  à  la  limile.  sdni  aussi 
mesuraldes  (  B  i. 

■j."  La  CdidcU'iistifjKe  d' un  citsrinldc  ntcstiraldc  {W  ^  rsf  une 
fonction  de  lin  ire. 

\.i\  fllrl .  Ic>  «Il  se  m  1)1  es  mtsur.iMes  (  B)  se  «  t>iisliiii-<<nl .  par  addi- 
tinii.  soiisiracl  Kiii.  iiMill  i|ilii  .il  KOI  il  passade  à  la  liniilc.  à  partir 
lies  domaines  reclan:;ulairc-.  Ici  um'-^  i  n"  !2n^.  I^es  caraclrrisliipicft  de 
ces  eiiseml)les  sOlilieiineiil,  par  des  upi'-r.ilions  de  même  nature, 
à  jiarlir  des  caracléristupic^  de  ers  di>maines  lermés.  Il  suffit  donc 
de  iiKiiiIrci  i|iic  la  car.icl('-nsl  iipic  'i  d'un  diniiaiiie  fcrmi'  A  i-l  niic 
foncliDii  A\-  B.iirc.  (!cci  est  iinnK'dial.  Sml  /•  la  disimi  f  du 
pfuni  I'  .1  A:  c  l'^l  uni'  ionclnm  <'oiitinuc  de  P,  iiidli-  ilaiis  A  el  là 
seiilrnifiil .  I  II 

o  =  iiin  • 


dinn    ■:,  i  si  d<'  rla^sc   i    cinuinc  limite  ik'  (onclit}n>  contiiiuo. 


C)  Sur  len  /umtioiis  rfprcsciiliibU's  <iiiiil%  lii/nciitcnt  [Jininiul  </<•  Mullicma- 
tii/tien.  t<jitj). 
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3"  Les  fonctions  mesurables  (B)  sont  des  fonctions  de  Baire. 

Il  suffit  de  prouver  le  ihéorènie  pour  une  fonclion  bornée,  car  une 
fonction  non  bornée  est  limite  pour  n^=^  de  la  même  fonction 
bornée  aux  deux  nombres  — n  et  +/?,  et  une  fonction  mesu- 
rable (B)  reste  telle  quand  on  la  borne  (n°  3i).  Soit  donc  f 
mesurable  (B)  et  bornée.  Partageons  l'intervalle  de  ses  deux  bornes 
par  une  éclielle  de  nombres  «),  rto?  •••'  <5f„^,  dont  les  degrés 
«,.(.,  —  cii  soient  <C  s.  Soit  o/  la  fonction  caractéristique  (mesu- 
rable B)  de  l'ensemble  E(a/^y  "<<  «,_,_,  ).  Si  z  tend  vers  zéro,  /est 
limite  de  la  fonction  de  Baire 

donc/' est  une  fonction  de  Baire. 

11  est  ainsi  établi  que  la  famille  des  fonctions  mesurables  (B) 
est  la  même  que  celle  des  fonctions  de  Baire  et,  par  conséquent, 
se  partage  dans  les  mêmes  classes. 

36.  Classification  des  ensembles  mesurables  (B).  —  On  peut 
proposer  plusieurs  classifications  des  ensembles  mesurables  (B). 
La  plus  simple  consiste  à  les  ranger  dans  la  classe  de  leur  fonction 
caractéristique,  qui  est  une  fonction  mesurable  (B). 

Cette  définition  a  favantage  d'étendre  aux  ensembles  les  pro- 
priétés de  classe  que  possèdent  leurs  caractéristiques.  Ainsi,  on 
peut  énoncer  les  deux  propositions  suivantes  : 

Tout  ensemble,  limite  d^ ensembles  de  classe  <i^-,  est  de 
classe  a  au  plus.  La  réciproque  n'est  pas  exacte. 

Les  sommes,  différences  et  produits  finis  d'ensembles  de 
classes  S  a,  sont  de  classes  *^  a. 

Un  ensemble  nul  (dépourvu  de  points)  et  le  domaine  entier 
que  l'on  considère  ont  respectivement  les  caractéristiques  o  et  i. 
Ils  sont  de  classe  o  et  ce  sont  les  seuls  ensembles  de  classe  o. 

La  détermination  des  ensembles  de  classe  i  se  rattacbc  à  celle 
des  fonctions  de  classe  i  et  au  théorème  de  Baire,  dont  nous 
ferons  l'étude  dans  la  troisième  partie  de  ces  leçons.  Mais  cette 
détermination  peut  se  faire  facilement  dès  maintenant. 

Soient  E  un  ensemble  et  ce  sa  fonction  caractéristique,  tous  deux 
de  classe  i.   La  fonction  'j  est  limite  d'une  suite  de  fonctions  con- 
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limu'sO,.  Oj 0„ convcTfîeiuil   vt-rs  <•  (ni   i.   nélinlssons  z„ 

comme  «'gai   à   o  on    i    selon   ([m-  0„  esl  «<  -  ou  /"     ;    la  siiitr  '^,, 

^., -i,,,    ...    a  1,1   jiKMiic    liniitt'  (|iic  (t'ije   Av<  0.    hoiic  K   esl 

limite  (renseml)lesy<'/7/?<'5  l^^,,  E,,  ....  «ai-  ,i„  esl  la  caracU  risli(jiie 

tic   liMi-cinhlr   />/•///('   K„  =:  Ef  0„ç' -  J  •  Mais  Ch^   (|iii   esl    aussi   de 

«lasse  I.  esl  aussi  limite  irensembles  leiinés  K,^,  auquel  eas  son 
romplémenlaiie  E  esl  limile  des  complt'-meiilaires  ouxerls  CE),. 
De  là,  la  proposilioii  suivaiile  : 

Lfi  onsenihli-  do  classe    i    est  à  lu  fois   limite   d'ensembles 
ouverts  et  limite  d' ensembles  fermés. 
La  réciproque  est  vraie  (  '  ). 

Eu  ellel,  si  E  esl  limile  d'ensembles  ouverls  claussi  densrmljles 
fermés,  E  el  CE  sont  limiles  irensembles  fermés  et,  par  ronsé<jnent, 
l«)us  deux  sommes  d'ensembles  fermés  (n°  12^.  Considérons  les 
ensembles  fermés  F„  el  F,'^  (respectivement  contenus  dans  \\ 
el  CE)  obtenus  en  limilanL  les  deux  sommes  précédentes  à  leurs 
n  premiers  termes;  ces  ensembles,  sans  point  commun,  sont  à  dis- 
tance (inie  l'un  de  l'autre.  SoienI  1'  un  [Miinl  (|ucl(«iii(|u»\  r„  el  r]^ 
ses  dislances  respectives  à  V„  el  à  !•",,.  (>es  deux  tlislances,  fonc- 
tions continues  de  P,  ne  s'annulent  pas  ensemble;  donc  re\|»res- 
sion 

i'„  —  r„ 

est  iondion  conlinue  de  I'.  I  ,a  earacléiislupie  ■:,  de  E  esl  la  limile 
de  celle  ex|uessi()n  pour  II  ^-z  vi  :  'c  esl  île  classe  i. 


(')  Si  l'on  a|i|)tique  la  piDposilion  >"  du  n"  11(1.  la  condition  mcessaiic  el  suf- 
fisante pour  (/uc  IC  soit  (le  classe  i  est  i/tw.  i/iiel  que  soit  (J  par/ail.  l'un  liu 
moins  tirs  deux  ensemlile-i  V.  ou  CK  soit  coni/iuct  sur  (I  (  ii"  t(*7). 


CHAPITRE  III. 

INTÉGRALE   DE   LEBESGVE 


1.  —  Intégrale  u'lnf.  fonction  bornée. 

37.  Définition  de  lintégrale.  —  Soit  /(P)  une  fonction  du 
point  P  (de  cooidonm'es  ^c,  j-,  ...),  bornée  et  mesurable  dans 
un  ensemble  E,  borné  et  mesurable.  Désignons  par  A  et  B  les 
bornes  de  /et  partageons  l'intervalle  (A,  B)  de  ces  deux  bornes 
par  une  échelle  de  nombres  croissants  : 

li=^  X,    1-2,    /i,    .  .  .  ,    Ij-    •  ■  ■  ■    In-,    In+l  =    'j- 

Désignons  par  ci  la  mesure  de  l'ensemble  des  points  de  E  où 
l'on  a  li'i.f<i  //4.1  etaussi,  au  besoin,  cet  ensemble  lui-même.  For- 
mons les  deux  sommes  : 

n  n 

1  1 

Nous  avons  5  ^  S. 

V intégrale  de  /(P)  dans  E  est  la  limite  commune  de  ces 
deux  sommes  quand  les  nombres  consécutifs  U  se  rapprochent 
indéfiniment  les  uns  des  autres. 

Pour  justifier  celte  définition,  il  faut  prouver  l'existence  de  cette 
limite.  A  cette  fin,  il  suffit  de  montrer  que  si  l'on  considère  deux 
nouvelles  sommes  .s'  elS'  relatives  à  une  nouvelle  échelle/',,  /!,.  ..., 
difTérente  de  la  première,  les  quatre  sommes  5,  S,  s'  et  S'  sont 
aussi  voisines  qu'on  veut,  pourvu  que  les  degrés  des  deux  échelles 
soient  suffisamment  petits.  Supposons  donc  ces  degrés  <  t.  (ion- 
sidérons  alors  les  deux  sommes  s"  et  S"  relatives  à  une  troisième 
échelle,  formée  par  la  combinaison  des  échelons  des  deux  pre- 
mières. Comme  celle-ci  provient  de  l'addition  de  nouveaux  échelons 


4n  <:ii  viMiiii:   m. 

à  cliaciiiic  lio  (li'iiv  aiilr(*>,  on  s".i>siire  aist'incnl  (|ii('  s"  est  égal  ou 
supérieur  à  v  cl  à  s  .  S"  égal  mi  inf«';rieiir  à  S  cl  à  S'.  Donc  /,  en 
parlicnlicr.  csl  intermédiaire  cnln-  .ç  cl  S.  el  aussi  entre  s'  et  S'. 
Observons  niaintenanl  i|ne  litn  a 

;i  n 

S  —  «  =  V(/,, ,—  li)e,_^  eV<-,  =  e(/;jK); 

I  I 

el.  «le  iiKMiie, 

^  —  .s      n  m  V.  ). 

Donc  le>  sonirne>  s  cl  >  «1  une  part,  s'  et  S'  de  l'anlre.  sont  ans-i 
voisines  (ju'on  v«'nl,  poni  \  ii  <|iic  £  soit  snllisaninienl  |>eiii.  jolies 
sont  donc  aussi  \oisines  (ju Du  \c(il  loiiles  les  quatre.  |)uis(|iie  l(^« 
deux  couples  de  sommes  eomprennenl  le  même  nomhre  s" . 

1.,'intégrale  est   simple  ou   multiple^    selon   «pie  /(!*)    dépend 

d'une  ou  de  plusieurs  variables  .r,  )' Nous  désignerons,  avec 

\1 .  L<lies;;ue  (  '),  I  intt'^ialc  par  la  noialion 

f  /<  l'ir/l'. 

•  i: 

<^hiand  I  intégrale  est  simple  el  (pic  I*  ne  dt'-pcnd  (|iic  d  une  mmiIc 
(■oordoiim'i-  ./  .  on  l'ciil  [ilul^il 

/  /  r  I  (l.r  ; 

el,   >.i    rnix-inlili'   I"  ^c  riMliiil   ;i    un   ililci\.dlc    i  ,i.   h). 

I        /.rul.r. 

l'arloi>  on  \eul  mcllre  en  cMilcncc  Innlic  Ar  mu  II  iplicilc  de 
l'inlégrahî  cl  les  (!Ooidonnées  .r,  y,  ■■■  ''ii  pomi  I'.  (l'est  aiii>i 
<iue,  <lans  le  cas  {\i-  deux  courdunnics,  \  i/itru/a/r  doiihlc  >e 
dési<inc  par 

;{K    Propriétés  de  l'intégrale.        i"  J/inlégraK- \ciilie  le ///«•<»//•////• 
'  "/   rintènvnlion  des  /onctions  <li.<ic<>iilititu's  (Ann.  I.'c.  .\orm..  i<)i<>). 
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de  la  moyenne^  c'est-à-dire  que,  /  ayant  pour  bornes  A  et  H, 


on  a 


A./nE  g  Cf(V)dV^V,.tn\i. 


En  elîet.  les  sommes  s  et  S,  qui  ont  pour  limite  commune  l'inté- 


grale, satisfont  à  ces  conditions. 


Il  V  a  lieu  de  remarquer,  en  passant,  le  cas  où  A=  B,  qui  nous 
donne, /'se  réduisant  alors  à  une  constante  a, 


X 


a  dV  —  a .  inE.  I  dl'  =  m  E 


C  dV  = 


2°  L' intégrale  est  addilive  pour  un  nombre  fini  ou  une 
infinité  dénombrable  d' ensembles  contenus  dans  un  domaine 
borné. 

Supposons  d'abord  que  E  soit  la  somme  de  deux  ensembles  E' 
et  E"  sans  point  commun.  Je  dis  qu'on  aura 


ffd?^  f-^ffd?. 


En  elTet,  définissons  respectivement  e,  et  e"  par  rapport  à  E' 
et  à  E"  comme  e/  l'est  par  rapport  à  E,  auquel  cas  ei  est  la 
somme  ((?,'  +  eJ).  Les  intégrales  sur  E'  et  sur  E"  sont  les  limites 
respectives  des  sommes 

s'  =  il  /,■  e', ,  s"  =  1  li  é\. 

Or  on  a  la  relation  s  ^=  s'  -\- s  .  La  relation  entre  les  intégrales 
se  tire  donc  de  celle-ci  par  un  passage  à  la  limite.  La  propriété 
additive  est  ainsi  démontrée  pour  deux  ensembles.  Elle  subsiste, 
de  proche  en  proche,  pour  tout  nombre  limité  d'ensembles. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  E  est  la  somme  d'une  infinité 
dénombrable  d'ensembles  non  empiétants.  Soient  E„  la  somme 
des  n  piemiers  ensembles,  et  p„  celle  de  tous  les  autres.  La  mesure 
de  z,i  est  la  différence  de  celles  de  E  et  de  E„  et  tend  vers  zéro  pour 
n  infini.  Or  on  a,  par  la  démonstration  précédente. 


f/dP^  r./V/P-  ffdP. 


il  CIlMTtllK    lit. 

(^iiiiiid  n  It-nd  \i'is  l'iiiliiii,  la  tlfiiiiiTC  inh-j^ialc  Idid  vrrs  zéro 
avec  //is„.  par  If  lli»'*oivine  «le  la  inoMMine.  Dauln.'  pari.  riiit«'<;raie 
Mir  K„  e>l  la  !»(Mninc  drs  inU''j;ralcs  sur  les  //  prrmirrs  onscmMcs, 
«i  «•flic  soiiiine  scleii<J  prof^rcssiveniciil  à  loiis  «piaiid  /i  lend  vers 
rinlini. 

3"  Si  (/ruj  /')/irti(tns  rcri/ie/if  (stir  E)  la  rrhuiun  ':>-(.  on  n 
aussi 

•   K  «   E 

D«*(iuiss«)iis  fr*!  au  ni<)V«Mi  de    /   <"t)iiiiii<'  |>ic(<'d<'niiinnl .   dr  sorte 
(|ue  K  esl   la   soninie  des  ensembles  Ci',  il  sieiil.  parla   |irupri«;ltî^ 
addilive  i\  le  llii-ni-rine  de  la  niovcnne. 

'/  Il  II 

•  t  I   '  '■•  1 

<  >ii  peut  faire  leiidie  .v  \ers  riiili'i;rale  di-  /,  ipii  est  sa  liinile.  et 
I  «Ml  (^lilienl  la  relation  pidpos,'-c. 

■i"  L^ inlri^ralr  i/'u/ir  so/n/nc  f/c  jOnctinns  Intmces  <•(  nn'sii- 
ifthtes,  l'u  nombre  limité,  tst  hi  somme  des  inlé^rales  de  chuquc 
terme . 

Coiisidi-rons  d  al)(»rd  un  ras  Irè»  parliiniiei-.  Soit  a  nin(ons- 
tan  le  :   |<-  (li>  MU  on  a 

•  I.  •  i;  •   i;  •   , 

l*<»>ii"  le  montrer,  eal«nl(ms.  «onnne  pi  L-eédemmenl  .  avec 
I  «'cliellc  /,.  /j,  ...  la  somme  .v  r«dative  à  rint«''};ralt  «!«•/.  C«dcii- 
lons  la  somme  analof^m-  v  jMuir  /'-h  </  avec  {'«'clieilc  /,  -r  r/, 
/j  -f-  ''•    •  •  •  i   d   est  <|;iir  (jiir  nmis  (dtlinon> 


i'^^Vi/ 


'/  .  ///  !•- 


cl.  à  la  limite.  I.i  rrhlion  |ii  o|ios«'-e. 

(Considérons   mainli  ii.ml    l.i    siiininr    /*-4-  -    ,|(>    di-ux    fom  lions 
(|U<-l('iMupieN.  (!«•  «as  se  i.iniiiii'  au  piéei-denl. 
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Nous  avons,  en  effet, 

Il  n 

Donc,  par  le  cas  particulier  qui  précède, 

•^  E  «^   E 

Si  l'on  remplace  //  par  //_,.)  clans  ce  raisonnement,  s  est  remplacé 
par  S  et  l'inégalité  change  de  sens.  Donc,  à  la  limite,  5  et  S 
tendant  vers  la  même  intégrale,  il  vient 


f(/+'^)dp=  ffd?+  r 

•    F  «-'I."  «-^F. 


dV 


Le  théorème  est  établi  pour  la  somme  de  deux  fonctions  :  il 
subsiste  donc,  de  proche  en  proche,  pour  la  somme  d'un  nombre 
limité  de  fonctions. 

5"  Un  facteur  constant,  «,  peut  sortir  du  signe  d'intégra- 
tion, c^ est-à-dire  que  Von  a 


fafdP^a  ffdP. 


C'est  immédiat  si  a  =  o,  les  deux  membres  étant  nuls.  Suppo- 
sons rt>o;  calculons  la  somme  s,  relative  à  l'intégrale  c\e  f, 
avec  l'échelle  /|,  L,,  •••  et  celle  s',  relative  à  l'intégrale  de  af, 
avec  l'échelle  al,,  a/^,  ■  •  • ',  nous  avons  s' ^=  as  et,  à  la  limite, 
nous  obtenons  la  relation  proposée.  Le  cas  où  a  est  -<  o  se  ramène 
au  précédent,  car  l'intégrale  de  af  est  égale  en  signe  contraire 
à  celle  de  —  af,  la  somme  des  deux  intégrales  étant  nulle  (4°)- 

6"  O/i  a  la  relation 


ffdPU  f\f\dP. 


En  effet,  soit  E'  la  portion  de  E  sur  laquelle  /est  non  négatif, 
E"  celle  où /est  négatif.  Les  intégrales  de  /  sur  E'  et  sur  E"  sont 
nulles  ou  de  signes  contraires.  Or  l'intégrale  de/  sur  E  est  leur 
somme    et  celle  de  \f\   leur  difîerence  ;   les  valeurs    absolues   se 


',4  «IIVfITHK    III. 

IV  l  rituel  II"  ni  (Liii-  li   iniiiiicr  (•;!>,  cl  s'jijoiitrnl  <l.m>  U-  second,  ce  (|ni 
nrcMix  e  l.i  loi  niiile. 

-"  Ih'u.r  fnnctiiins  f/iii  nr  <h ff'rirnl  sur  \\  (jur  dans  un 
ensrnihlf  dr  mesure  nulle,  ont  l<i  ntêine  inlê ivraie  sur  \\. 

(  !'e>l  la  eoiiMMjnenee  (le  i;i  |)ld|iru'lé  inldiliv  e  cl  <lii  llicoreine  de 
la  iiio\ennc.  Les  inlé^raies  sont  nidles  sur  I  cii>eiid>le  de  mesure 
niilU*  où  les  ronclious  difl'èreiil  et,  par  «•ouscMjiienl,  se  réduisent 
aux  inli'-j^rales  sur  r«'nscinldc  reslant  où   les  foiiclions  coïncidenl. 

Nous  dirons,  avec  M .  Lel»cs;^ue,  (|n  une  condition  a  lieu  j)res(jue 
/larliiul.  >\  clic  a  lieu  ^aiil  d.iiis  un  en*«eiiilile  de  mesure  nulle. 
I)oiie  lieu  rfonetions  éuales  jtresijue  jntrliiut  ont  ht  même  intM- 
urule. 

I)  mu  iii.mière  jjjénérale.  dan-  le  calcul  d  une  inl<  ^i:d<\  on  peut 
né}.îlij;er  un  ensemldc  de  points  de  mesure  nulle.  (  )ii  uldise 
soin  enl  cell("  remaicpic. 

)l'd.  Théorème  de  Lebesgue  pour  le  passage  à  la  limite  sous  le 
signe  I  •  —  Siiil  /^.  /'■, /'„.  ...  une  suilr  illimitée  de  fonc- 
tions ilu  point  I'  dons  un  ensemide  I",.  Si  ers  fonctions  sont 
bornées  dans  leur  ensemble  {cesl-d-dire  (juels  {fue  soient  V  et  n  ) 
et  tend.iii  -n  fout  point  de  ]•'.,  rers  une  limite  uniijue  l''(  FM. 
on  II 

lin.     f/„d\'--.   fv  dW 

Ce  tln^oreiiic  esl  un  do  plii>  l»eau\  i('>iillats  de  la  tliciui»'.  \ons 
all«uis  le  di'iuontrer.  (  )l>-.<'rvous  d'alxud  (pie  I'  «'•lant  l»ornée  et 
liiesiiialilc.  il  Niillil  de  |)idii\ci  (pic  rinli'^rale  de  {  f„  —  V\  tend 
vers  /.«'•id.  Il  Millit  pour  cela,  par  la  propi  ii'-lc  (»'  pr(''Ci'dente.  «pie 
riiil(-|:r.de  (!<•  I /„  —  !•' I  tende  vers  /«'ro.  (  )n  pciil  donc,  daii'»  la 
déinoiisiraiion  de  la  lorniule  pr«''efMl<'nte.  admettre  «pic  f„  e^j  une 
fonction  |»orin'e.  non  n»*;;ati\e.  Icndanl  \eis  /('•ro.  et  il  lanl  m. mirer 
(pie  la  liiiiile  de  >on  int<-^i.dc  est   nulle. 

I  >(Uinons-noiis  un  muiiluc  positif  t;  dcsii;nous  par  I'.,  Ten- 
seinlde  de-  poinl>  i\f  V.  où  huiles  les  foiK  lions  /'„  son!  <;^  £  cl,  en 
fjf'-iiéral.  par  V.f,  I  eiiscniMc  des  p(uuls  {\v  V.  (u°i  /"^  ,  est  £,  tandis 
<pt''  loiiles  Ic.H  foiiclioiis  suixanics  sdnl         -,  j.cs  cnsemMes  l-,;,  s(uit 
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sans  point  commun  deux  à  deux,  et  l'on  a,  puisque  fn  converge 

vers  zéro, 

E  =  Kl  -+-  E,  -+-... -H  E/.. -i- 

Par  conséquent, 

Cette  série  d'intégrales  est  uniformément  convergente  quand  n 
varie.  En  ellel,  soit  B  la  borne  générale  des  fonctions  fu]  les 
termes  de  cette  série  ne  surpassent  pas  ceux  de  même  rang  de  la 
série  positive,  convergente  et  indépendante  de  /«, 

B(mEi)H-  B(7nE2)+..  .-4-  B(mE/,)  +  ..  .=  B(mE). 

Nous  allons  en  déduire  que  la  plus  grande  limite  de  la  série  des 
intégrales  est  inférieure  à  tout  nombre  donné,  £(/«E),  quand  n 
tend  vers  l'infini.  En  effet,  dès  que  n  est  ^  A',  fn  devient  <<  s 
dans  Ey^  ;  son  intégrale  dans  Ea  (qui  est  le  terme  général  de  la  série) 
devient  <;£(/»  E/t),  à  cause  du  théorème  de  la  moyenne.  Donc,  à 
cause  de  l'uniformité  de  la  convergence,  la  plus  grande  limite  de 
la  somme  de  la  série  est  <<  eSmE/,  ou  s(//iE).  Cette  plus  grande 
limite  est  donc  nulle,  et  la  série  converge  vers  zéro. 

2.  —  Intégrvle  d'une  fonctcon  sommable. 

40.  Fonction  sommable.  —  M.  Lebesgue  a  étendu  la  définition 
de  l'intégrale  à  une  classe  de  fonctions  non  bornées  qu'il  appelle 
fonctions  sonunables. 

Considérons  d'abord  une  fonction  mesurable^  _/,  non  négative. 
Définissons,  pour  n  entier,  une  fonction  auxiliaire  y',j  :  é^ale  kf 
aux  points  P  où  f  est^//,  mais  égale  k  n  si  f  est  >>  /i.  La  fonc- 
tion y'„  est  bornée  et  mesurable,  et  son  intégrale  sur  un  ensemble  E 
(borné  et  mesurable)  est  déterminée  par  ce  qui  précède.  Nous 
posons  alors,  par  définition, 

/  fdP  =  lim    ffndP. 
Cette    limite    est    finie,    ou    infinie    positive,    et    l'intégrale    a 


.{G  •  iiM'iritr.  III. 

(oujoiirs    un    seii>.    Si    rciU'    liiniU*    «si    lime,    hi    f<iM<  tum    f  »'si 

Sitinmahlt'  >iir  K. 

Si  la  fonollon  /"rsl  non  posilixf.  -<tii  iiil<'};iale  esl,  p.ir  ilcliiii- 
lioii,  telle  lie  sa  v.ileiii- alisoluc  cliatif;ée  désigne  el  /"esl  somnuihh- 
(III  non  comme  >a  \alenr  ah^olne. 

l)ans  le  cas  général, /esl  la  dillérence,  /,  — f^.  «les  deux  fuiie- 
lidii*  imii  iiégalivcs.  «léliiiio  |iai'  les  égalilé-s 

•'/.  =  !/!  "/       ■>.f,=  \f\-f. 

1..I  loneliuii  /  e-l  ■mni  ni'ililr  '•\  /,  «t  /^  le  m)iiI,  :iiiqiiel  «as  on 
|)ose.  par  définilion.  <• 


/'/'/••-  f/i^f^'-  /  .A'"' 


N(»ii>  iraniiliiieron>  ici  aiieun  sens  à  rinlégrali-  ci  une  lonelioii 
non  soniiiiahlc  (|iii  change  de  signe  (  '  ). 

H  résulte  iminédialemenl  de  ces  définilions  que  si  /  est  soin- 
inal)le,  \/\  l'est  aussi  el  son  intégrale  est  au  moins  ('gale  à  la  valeur 
absolue  de  celle  de  y,  ce  <|iii  gcnt-ralisc  l.i  luopriélé  0"  du  n"  38. 
l\(''ci|uot]iienîenl,  si  \/\   e>t  sonimahle.    /  ICsl  aussi. 

(Jii  peut  aussi  définir  les  inlégrales  sur  des  eiiseiiiMfs  non 
liornés.  niai-,  nous  lais^erons  celle  généralisation  de  cTilé. 

•il.  Propriétés  des  intégrales.  -  i"  L  inlci^rale  il' une  funr- 
tioii  soiiuiuihlr  f  l'st  une  J'tmrliun  coinplèlcnicnt  <i(lditi\-e  </'rn- 
srnihl(\  c'('st-ô-(/ire  t/ite  si\i  rsl  ifi  soninic  d  nn  ninnhre  fini  <>ii 
«rtuicinfinitrili-nonthrnhlr  <!' rnscnihlcs  I".,,  Iv,.  ...  sans  point 
foniniitfi  deux  à  drti.i .  i' i/i /r:j/(i/r  su/-  \:  rsi  lu  so/n/nr  d<'S  inlr- 
:,' r>i/rs  sur  IC, ,  I-^^, 

<  M»  pciil  >uppo>eiy  posilixe.  Soit  /„  drlinie  »  oniine  piécédem- 
mcnl.  I/inlégrale  de  /"„  est  addilive  et  /"„  est  </;  par  conséquent, 

/  Â'/l'       V    j     /„,/!•     V    ^"  /,/!• 


(')  l.'iiid^Kriilion  (funr  foiirtinn  non  aoinninblc  h  (^((' étudit^c  par  M.  hrnjoy  sous 
le  nom  (le  folaliMalion  {('.  Il,  Acad.  Se,  1"  cl  jj  avril  n»i3)- 


INTKURALIC    Ul'     I.EBK SGL  li.  4? 

Faisons  tendre  n  vers  l'infini.  S'il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  d'en- 
sembles E/,,  on  peut  passer  à  la  limite  terme  à  terme  dans  le 
second  membre,  ce  qui  prouve  le  théorème. 

S'il  V  a  une  infiuité  d'ensembles  E/^,  on  peut  seulement  déduire, 
à  la  limite,  des  relations  précédentes 


Pour   prouver  cjue   l'égalité   seule    est  jjossible,  cherchons  une 
relation  de  sens  contraire  à  celle-ci.  On  a,  quel  que  soit/?, 


/.  =  ! 


Si  l'on  fait  tendre  n  d'abord  eV  p  ensuite  vers  l'infini,  on  trouve  la 
relation  cherchée 


2"  La  somme  r/'un  nombre  limité  de  fonctions  sommables  est 
somm.able^  et  V intégrale  de  la  somme  est  la  somme  des  inté- 
grales de  chaque  terme. 

Il  suffit  de  prouver  le  théorème  pour  la  somme  de  deux  fonc- 
tions. Considérons  d'abord  la  somme  /"  de  deux  fonctions  som- 
mables f  ei  f"  non  négatives.  Dans  ce  cas,  définissant  y„  comme 
au  numéro  |)récédent,  on  a 

fil  =fn  -^  fit  =Jin\ 

par  consécjuent,  ces  fonctions  étant  bornées, 

Çfn  d?  i   ff,  d\>  +   fn  d?  £   ff,a  dP  ; 

et,  à  la  limite,  pour  n  =  cCi 

ffdV  ^If  dV  +   f  f"  dV  ^  ffdP, 

ce  qui  prouve  la  proposition. 

Considérons,  en  second  lieu,  le  cas   où/'  et/"  sont  de  signe 


4H  (  iixi-imi    lit. 

viiriaMf.  Li'iir  soininc  /  v>{  soiniiiahle,  car  sa  Nalnir  ali^oliie  w*^ 
biii  [laNNi»  pas  I  /'  I  -f-  I  7    !•  .)<•  «lis  (|ii*(Ui  a  «'nc(»r«* 

/" /■,/!•  -     /'/  ,/!■  --     /    /</!". 
•  I.  1.  •    I 

Kn  cirel.  l:  ]»«  ni  si*  (l«(<»m|ii>M'r  <ii  iiii  (  <  riaiii  iiniiiliif  Av  jioi- 
tiiiM-  I  II  (.'iii|iii't.int  jt.is  I  »iir  Ifsij  iicl  les  /,  /  cl  /  Ml-  cliaii;:»')!!  pas 
»1«*  sif;iu'.  l'^ii  \erlu  dr  i".  la  iclalioii  priMi'denlo  aura  lien  .-m  \:  si 
elle  a  lieu  sur  cliatpie  purtioii.  (  )r.  si  /,  f  el  /"  m*  clianf^eiil  pas 
de  sij^iie  el  (pioii  Iranspose  d'un  ineiiihre  à  l'autie  ii-s  termes  tic  la 
lelalioii  précédeiilc,  de  manière  cpi'ils  soient  l<»iis  lr(»i'«  iiosilifV. 
on  est  ramené  au  cas  pi«T«''deiit . 

3"  Si  f  t'st  stiinnuthli'  (Idus  un  rnscinhlr  V.  el  si  i  ensemble  e 
est  en/i/enii  dans  \\.  l' inlèaïuile  tie  f  sur  e  tend  vers  zéro  avec 
l(t  mesure  de  e. 

(  >ii  rxpniiH'  celli'  pi  i>|iii<  le  en  di>aiit  <|iie  I  inlégrale  est  fonc- 
tion (i/jso/ument  Continue  de  <'  (^  '  ». 

Celle  proprii'lé  résnile  du  lln-oième  d<'  la  jno\eiint'  >i  /'  e»l 
bornée.  Siy*  n'esl  pas  bornée,  il  siillil  de  considérer  le  cas  où  /"esl 
non  n<''j;ali\e  (  n  '  il>  i.  l'aidons  celle  li\  |iolli»>e  :  doiiiittii>^-iiiius  (m  i 
po>ilif  el  prenons,  ce  ipn  oi  possible,  n  assez  j^raiid  pour  xciilier 
la  eondilKin 

I  .f''^'<     ffn'lV  t. 

Nous  aurons  it  fortiori  daii>  e  y  roiileiiii  dans  J'I) 
/    fdV     ,    /  f„dV    .   t. 

Il  suflil  donc  <pie  la  iiie>ure  de  e  >oi|  -^  î  :  //  pour  (pie  linlé^rale 
de  /"„  dans  e  soit  -  :;  i  el  eelle  de  /  esl  alors  iiilV'rieure  à  >  e.  <pii  esl 
aussi  pi-iii  (pi  on  \  eut . 

1:2.    Passage   à  la  limite   sous  le  signe  /  M.    I.ebe>:;ue   a 


(  '  ;  «icuo  loi  iiiKHi  fil  dur  il  M.  \  u.ili  :  Siil/'  intri^'nisione /ter  série  (Urinl.  d ri 
Cire    iiuillt.  tii  l'iileriiut,   i<)ii-i.  Sui    >;rtipiii   iti  piinti  r  suite  /utizioni  </i 

variaOitt  reati  (  licnd   ttrt  H.    Xcc.  dette  Se.  di  7'oiinn,  nyt^). 
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généralisé  son   lliéorème  sur  les    fonctions  bornées  ( n"  39)  de   la 
manière  suivante  (  '  )  : 

Si  les  fondions  de  ta  suite  Jy^  fy-,  •  •  •,///,  •  •  •  sont  soniinables 
dans  an  ensemble  E,  et  si  leur  valeur  absolue  est  inférieure  à 
une  fonction  positive  sommable  O  indépendante  de  n,  enfin  si 
la  suite  admet  une  fonction  limite  F,  celle-ci  est  sommable  et 
l'on  a 

liin    /  fnd?r=  fFdP. 

On  raisonne  comme  dans  le  cas  où  fn  est  bornée.  La  démonstra- 
tion se  ramène  d'abord  au  cas  où  f,i  non  négative  tend  vers  zéro 
et  la  démonstration  s'achève  comme  au  n°  39.  Seulement,  cette 
fois-ci,  Puniformité  de  la  convergence  de  la  série  d'intégrales, 


U?-""' 


provient  de  la  convergence   supposée  de  la  série  des  intégrales 
majorantes 

""     ^  *  dP. 


u. 


Ce  théorème  renferme  comme  cas  particulier  un  théorème  anté- 
rieur de  M.  Beppo  Levi  (^)  auquel  nous  donnerons  ici  une  légère 
extension  : 

Soit  fy^  f^i  ...■jfii,  •••  nfif'  suite  non  décroissante  de  fonc- 
tions sommables^  non  négatives.  Si  la  suite  admet  une  fonction 
limite./  finie  ou  infinie.,  F,  alors  on  a 


lim     ffndP  =  f  F  dP. 


Si  F  est  sommable,  comme  le  suppose  M,  B.  Levi,  ce  théorème 
rentre  dans  le  précédent  en  posant  <ï>  =  F.  Si  F  n'est  pas  sommable, 
l'égalité  exprime  que  la  limite  est  inhnie,  ce  qui  reste  maintenant 
à  démontrer. 

SoitN  un  nombre  positif.  Désignons  par  F^  la  fonction  F  bornée 

(')  Annales  de  l'École  Normale,  ii)io. 

(-)  Sopra  Vintegrazione  délie  série  {Rend,  del  li.  ht.  Lonib-,  1906). 

V.  P.  4 


au  I  II  \n  I III    III. 

à  N  (^c\'Sl-à-«Iiir  rrdiiiU'  ii  N  (|ii.iiiil  illr  dt-passe  «•«'  numltif  i.  par 
{/ti)r*  '••  f<iiirli(»ii  /„  lioriu'-e  d»-  l.i  iiHiiif  lainii.  Il  \n'iil,  par  !•• 
lliéon'iii»'  <!••  l<rlM'>f,'iic  pfiiir  li's  Ifiin  lions  liurncrs,  cai-  1-^  c»!  Iiniitc 
.II-  (  l'.\^. 

Ihi.      /  /„  ,/l»      lim     /     /„  i>  dV  ^  f{  \')s  (IP. 

I  .<•  (lernitM-  iihmiiIh  <•  «-si  iiilini  avec  \  .  tr  (pu  r\ii;»'  ipir  le  pi  t-iiiici* 
iiiciiilire  soit  inliiii . 

If  h'cU'iir.  (It'sirpiix  dr  pnll^>ol  pliis  liiiii  la  llitmic  dd  passafje 
a  II  liiiijlc  Miii",  le  sii^iic  /  .  iKiiixcra  illir  ilildf  a^pinlniidir  de 
rrllr  i|ii<'>ti<iii  daii>  iiolic  Mciiiuirc  ittriil  S'///'  /  tnlinnih^  de 
I.cttesiflie  (  '  I.  .Ndiis  le  rcuvriions  doiH    à  ce  Mciiioirr. 


.'{.         Hi-an  cTioN   iti:s  iMi'a.iui.KS  imi  iii.k>. 

\\\.  Intégrales  de  fonctions  mesurables  '  I!  .  ^  Le  pioldtinc  il»- 
la  I  cdiKliitii  des  iiitt''<;ralcs  douhit-s  e>t  une  Min|d<>  a|>|>li('ali()n  du 
ihéoiriiif  i\v  L<d)«>i;ii<M  n"  liî))  si  la  fonilion  lulrijrt'o  est  nicsuruhle 
I  H)  ri  ImilKt'.  ('('llf  rrdiiclion  ol  loiimilt-c  daii>  le  lln'(»ri'me 
suiNaiU  : 

Suit  A  ttii  ii-rliiti  i:lf  lintilr  nit.r  ahsrissi's  a.  h  et  aii.r  ni  tlon- 
nées  c.  d.  Si  fi.r.  )'i  cxl  hoiné»'  et  nicauiiihlr  (  |{  i  t/iins  ce 
rrrtttn  i.'/r.  l' intt'uialt'  doiihl»'  de  J  dans  \  se  fcilttit  n  dciix  inlé- 
gittles  siin/dt's  sit/)er/>oxri's,  Ikhi.-.  dm  r  de  ftnictions  mesti- 
roltles  (\V\.  par  la  Jornuile 

^  u  . ./ 

<i)  /      /    /     I  .   y  \  <lr  (ly  ^    j      d.r  j      /''•,*   ' '0  . 

Ce  lli«'<»i<-iiHî  l'st  élt'iucntaii')-,  il  <x|  l.i  foiiscipiciicr  du  I  licoiiinc 
de  la  nioy<'nii('  cl  de  I  iiMironnil)'-  di;  la  coiilinuilt*,  ri  U(>u>  le  sup- 
poscMOiis  d('-iii(Miti  c,  M  f  e>l  coutinitr  (ou  ^\r  la  idassr  zéro  I.  l'oiir 
prouver  (pi'il  csl  f'i'iH-ral,  il  MiHil  de  I  ('•leiidie  à  la  rlasse  7  en  I  .id- 
inritaiit  pour  les  classes  antérieures.  Soit  doiu  /  de  (lasse  3  et 
limite  (pour  //  inlini  1  de  /*„  de  <las>e  -  %.  Nous  pouvons  écrire 
I  équation    précédente   en    \    reiiiplacanl    /"par    /,,   1  lioiiu'e   aussi  ^. 


('1    Tran%actiitiii  uf  thr  aiiirni  iin  iiKitlicniattciil  .Stn-ietj  .   ii)i». 
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Quand  f,i  tend  vers  j\  l'intégrale  de  /„  dans  A  et  celle  do  /'„ 
dans  (c,  d^  ont  pour  limites  les  intégrales  de  f  dans  A  et  de  f 
dans  (c,  d).  Donc  la  relation  suivante,  qui  résulte  du  même  théo- 
rème de  Lebesgue  : 

/     /  f  dx  dy  =  liiii      /      dx  j       f„  dy  =   l      dx  liin      /     y„  dy, 

revient  à  l'équation  (i)  proposée.  Si  l'on  observe,  en  outre,  que  la 

limite    indiquée    sous  le   signe  /  dans   l'équation   précédente    est 

mesurable  (B),  car  c'est  celle  d'une  fonction  mesurable  (B)  par 
hypothèse,  le  théorème  se  trouve  complètement  démontré. 

Lorsque  la  fonction  f  nest  pas  bornée^  le  théorème  précédent 
et  la  formule  de  réduction  subsistent^  si  f  est  une  fonction 
mesurable  (B)  ?ion  négative. 

Il  n'y  a,  en  efFet,  qu'à  reproduire  la  démonstration  précédente  en 
regardant  cette  fois/"„  comme  une  fonction,  bornée  pour  chaque  /?, 
et  qui  tend  en  croissant  vers  /"  quand  n  tend  vers  l'inlîni.  Le 
raisonnement  subsiste,  sauf  qu'il  faut  invoquer  le  théorème  de 
Beppo  Levi  du  numéro  précédent  au  lieu  de  celui  de  Lebesgue. 
Mais  cette  fois  les  deux  membres  de  la  formule  (i)  peuvent  être 
infinis  positifs. 

La  formule  de  réduction  subsiste  encore  si  f  non  bornée  est 
de  signe  variable^  pourvu  c/ue  f{x^y)  soit  sommable  dans  le 
domaine  A,  mais  moyennant  une  convention  supplémentaire. 

Comme  y  est  la  différence,/,  —  /"o,  de  deux  fonctions  sommables 
non  négatives,  on  a,  par  le  théorème  précédent, 

/         fdxdy=  d.r  Ady-i      dx  f,dy, 

et  le  second  membre  est  la  différence  de  deux  quantités  finies.  Les 
iniégrales  de/'i  et  de/o  dans  l'intervalle  (c,  d)  sont  donc  des  fonc- 
tions sommables  de  x  dans  l'intervalle  (a,  6),  Aonc  finies  toutes 
deux,  sauf  dans  un  ensemble  de  mesure  nulle.  Si  nous  convenons 
de  négliger  cet  ensemble  de  mesure  nulle  de  valeurs  de  .r,  pour 


<  Il  \\'\  I  m:   III. 
l(N,nic|lr»  I  iiil('ui;ili' 

../  .'' 

/    <A-A^^y-  I    /'h- 

ntill    rcsx'i-    (rtxixlcr.     innis    |t(iii\iiii-.    de    in  iii  \  cm     ('•ciiif    l;i     (or- 
iiiiilr  (  l). 

II.  Fonctions  mesurables  au  sens  de  Lebesgue.  La  lonimir 
«le  rétIurUnu  <lf^  inici^iiiN'N  (loiiMi's  s  ('•UmhI  à  loiitcs  les' fonriion-^ 
in<'sural)l('s  «-i  soniniables.  iiin\cniianl  iiih'  <(tii\ ciilioii  scinltlaMr 
à  la  pn-cétlciiti.'. 

Considérons  {l'ahcM-d  uni'  fniiclinii  /.  Ixhih'c  dans  If  ili>iiiainr  A. 
l""llo  est  inlcrnu'illaiie  «'nlic;  <leiix  f'on(li()n>>  nicsniables  (  IJ).y,  iJ/j. 
«•-aies  à/|)res(|iie  paiioiit  dans  A  (n'^^li),  «l  auxquelles  on  peiil 
imposer  les  ni«Mues  liorui's  ipi  à  /  in"  t'Hi.  I>«'s  inlt^fj^rales  «lans  A 
•'•'  /i>  Il  <■•  /  """iil  !(•>  intiiif>.  Il  viciil  dune,  p.ir  le  llifoit'iiic  «lu 
Il  II  II  D'il  I  pi'i'i't-di'iil . 


f  ffdrclyr^    /'    ./r  f    J\  dy         f    .U  f    /,  ,h 


fdrclyr^f 

<  hi   I  in-  di'  la 

r''      /"' 

/       </./•   /      (  /,  —  f-i  1  dy  =  «), 
«f  i|iii  cMi^f  ipic  la  lomlioii  de  ./',  n«»n  iu'"i;ali\  c 

/    '/i  -/ii'O  -  I    A'O    '  I    A'h- 

suit    nulli'    pn-scpn-     p.iitoiil     dans    [a,  f/).     I)<iiic    un    a.    /nrst/uc 

jKirtnUl  dallN  (  (I,  h  ). 

.  ./  .  .1 

I       /,  ,/,  /      ./•,  dy. 

Mai^,   |)i)iir  les  vali-iiis  de    ./     i|iii    s.ilisfdut   j    r«-|l<-    I  cl.il  loii  (  (lon«''. 
ni'rsif lit'  /iiutr't    .   in>  .1    .hi*v| 

I        t\.ly  I       J\dy    _    /       /./.. 
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car, /étant  intermédiaire  entre/,  et/2^/,  qui  ont  la  même  inté- 
grale dans  (c,  d)^  on  a  presque  partout  dans  (c,  d)  /,  =/2  =/• 
Donc,  si  l'on  néglige  l'ensemble  de  valeurs  de  x  de  mesure  nulle 
où  ces  relations  [)euvent  être  en  défaut,  on  peut  remplacer/,  par/ 
dans  l'équation  du  débnt,  et  l'on  retrouve  la  formule  de  réduc- 
tion (i).  C'est  un  résultat  énoncé  par  M.  Fubini  (')  : 

La  formule  (1)  du  numéro  précédent  subsiste  pour  une  fonc- 
tion mesurable  et  bornée  f\  qui  /t'est  pas  mesurable  (H),  mais 
à  condition  de  néglige/-^  dans  V intégration  par  rapport  à  .r, 
un  ensemble  de  valeurs  de  x  de  mesure  nulle,  pour  lesquelles 
r  intégrale 


f 


,1 
fdy 


cesse  d  avoir  un  sens. 

L'extension  aux  fonctions  non  bornées  se  fait  comme  dans  le  cas 
précédent. 

La  réduction  d'une  intégrale  double  dans  un  ensemble  super- 
ficiel E,  mesurable  et  contenu  dans  un  rectangle  A,  se  fait  par  les 
formules  précédentes  :  on  pose  la  fonction  nulle  dans  CP^,  ce  qui 
ramène  au  cas  précédent. 

Il  est  clair  que  l'on  peut  dans  la  formule  (i)  intervertir  les 
intégrations  par  rapport  à  a?  et  à  y.  Il  est  inutile  d'insister  sur  ce 
point. 

A.   —    GoMl'ARAlSON    AVEC    LIXTÉGRALE    DE    RiEMANN. 

4o.  Problème  résolu  par  l'intégrale  de  Riemann.  —  Nous 
pouvons  nous  borner  aux  intégrales  simples  de  fonctions  bornées. 
On  définit,  dans  les  Cours  élémentaires,  l'intégrale  d'une  fonction 
continue  f{x)  dans  un  intervalle  («,  b).  Cette  intégrale  dépend 
(le  l'intervalle  («,  b)  et  varie  avec  lui.  C'est  une  fonction  cVinter- 
K'alle^  qui  jouit  des  deux  propriétés  suivantes  : 

1"   Elle   possède    le    théorème    de    la   moyenne  relativement 

àf{ooy, 

2"  Elle  est  additive^   c'est-à-dire  que  si  l'on    partage    l'inter- 


(')  Sugli  integrali  mullipli  {Rend,  de!  R.  Ace.  d.  Liucei.  l'-'scnieslre  içjo;). 
Voir  aussi  la  Thèse  de  M.  Lebesgiie. 
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\;tll«-    (et,    h)    eu    jtliisnMU>    ;nili("«.    I  iiilt'-^r.ilr    mit    (  </.    // .   esl    la 

^"•iiiiiir  «le-   nil«'j;i  airs  sut   ('li.ii|nr  |i,ii  lie. 

Puson>-ii<iiis  l(-  |ii (iliJciiK- siiiN ,iiit  : 

Ih-tiiiniitir  à  ijtu'lle  coiuliltUn  iloil  stilis/aire  J  {-r )  pour 
<jii  imt'  fonction  fiinlcrval/c  soit  roni/>/('tenirnt  tlrterminée  par 
les  tit'tij  pmpriétcs  précédentes  :  satisfaire  au  ihéorcme  de  ia 
moyenne  relaticcnicnt  ii  f(x')  et  être  additicr. 

NiMis  ;illt)M>  miiniicr  ijuc  ct'Uf  coikIiIidii  ol  I  intr<^riibilitr  ail 
sens  de  /iienianfi,  »le  >urU'  (jiie  la  fonction  (i'lnlcrvall<*  ainsi  dé- 
finie esl  V intégrale  de  liiemann . 

Soit  /"(  vT  »  une  fonclion  que  n(Ki>  su|ijio>ei(iiis  sculeuHiil  um- 
\o(jueet  lioiiK-e,  mais  non  n('Tess;iiren)ent  inesmahlc.  I  )i''»i^nons 
p. II  Mj  et  /// ,.  ses  l)i>iii»>  ><u|niHMirc  cl  inliiifuii-  au  iiotnt  ./" 
(  liinilrs.  par  iléfinition,  «les  inrnies  bornes  (laii^  un  iiilrrxallr 
inlinimenl  pelil  eonlenanl  x  à  l^u  inlérieiir). 

Décomposons  rinterxalle  {a,  b)  en  parties  conséi  uli\iv  par  les 
p<iiul»  : 

.r,  =  a,  X,.  j-3 Xi Cn.  .r„-n  =  b. 

l-)ési};nons  |)ai-  o,  Tamplilude  <le  linleiNalle  (.r,.  J'/j.,  ),  par  M- 
et  nii  les  hornes  supérieure  et  inférienre  <le /"dans  le  même  inter- 
valle, par  «l>(  .r)  et  a(\c  »  des  fonctions  r<'spe(ti\einenl  éj^ales  à  M, 
cl  à  ///,  pour  Xi'^X  <C  Xi^i-  (-CS  deux  l<iu(  lions  i  consianlcs  dans 
d«-N  intci\alles)  sont  mesurables  (  Hj. 

l  ne  ionclitMi  d  iuter\alle  supposé»'  atidiliNc  cl  as>«u|ellie  itu 
lliciii'cme  de  la  nioveniie,  sera  nécessairemeni  comprise  entre  les 


<leu\  suninic- 


2]/".%-    /      '^d.r.  >].M,o,-.   /      .|. 


(/onsidcioiis  Miiiinliiiaul  une  inliiiili'  di  uiuu  lii'.ilije  de  uimles 
successifs  de  sidiilix  isKiii  ijr  I  iiiter\idle  iti.  // i  en  inler'\alles  d<' 
pins  cn  |dus  pelils  cl  ddul  les  anipliludes  lendeni  \  ers  /.ert».  Soit  I"! 
I  cnscMd)le  de  Inus  les  points  de  sii|idi\  isioiis  de  ces  divers  modes 
réunis;  ecl  eiisemldc  es|  denuiidn  .dde.  dtuie  de  mesure  nulle,  cl 
nous   |Miii\iui>    le   n«''|;lif;ei-  il. ois   I  inle^ialU'U.   I\n  luiil  .mire  point. 
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les  valeurs  de  cp  cl  <I>,  qui  varient  avec  les  modes  successifs  de 
subdivision,  ont  respectivement  pour  limites  les  bornes  m^  et  M^;, 
qui  sont  donc  des  fonctions  mesurables  (B);  et  il  vient  par  le 
théorème  de  Lebesgue  (n"  39) 

/•''  .      r'' 

lim}i«t,0;=    /      iHj^dx^  liai  il  M,  0,=    /      y\^dx. 

Ces  deux  limites  de  sommes,  dont  l'existence  a  été  démontrée  par 
par  M.  Daiboux  ('),  ont  reçu  de  M.  C.  Jordan  les  noms  à' inté- 
grales inférieure  et  supérieure  de  J'{ûc)('^).  Nous  voyous  qu'elles 
s'expriment  en  intégrales  de  Lebesgue. 

Chacune  d'elles  est  donc  une  fonction  additive  d'intervalle  qui 
satisfait  au  théorème  de  la  moyenne  sur  les  intervalles.  D'autre 
part,  toute  fonction  qui  satisfait  à  ces  conditions  est  intermédiaire 
entre  les  précédentes.  La  condition  pour  qu'il  n'y  en  ait  qu'une 
seule  est  donc  que  ces  deux-ci  soient  égales.  C'est  précisément  la 
condition  cV intégrahilité  de  Riemann^  et  la  question  posée  est 
résolue. 

11  résulte  de  là  que  si  f{x)  est  mesurable  et  non  intégrable  au 
sens  de  Riemann,  l'intégrale  de  Lebesgue  ne  peut  pas  être  définie 
par  ses  propriétés  comme  fonction  d'intervalle,  mais  seulement 
par  ses  [uopriétés  comme  fonction  d'ensemble  mesurable.  Elle 
l'est  d'ailleurs  par  les  conditions  d'être  additive  sur  les  ensembles 
et  de  vérifier  le  théorème  de  la  moyenne  sur  les  ensembles,  car, 
en  vertu  de  ces  deux  conditions,  elle  est  intermédiaire  entre  les 
sommes  s  et  S  qui  servent  à  la  définir  (n"  37). 

Les  considérations  précédentes  font  saisir  dans  quel  sens,  l'inté- 
grale de  l^ebesgue  généralise  celle  de  Riemann  ;  mais,  pour  préciser 
la  portée  de  cette  généralisation,  il  reste  à  prouver  qu'une  fonc- 
tion est  mesurable  (donc  intégrable  au  sens  de  Lebesgue)  si  elle 
est  intégrable  au  sens  de  Riemann.  C'est  l'ol^jet  du  théorème 
suivant  : 

iO.   Théorème.  —  Sif{x)est  intégrable  au  sens  de  Riemann^ 


(')  Mémoire  sur  /es  fonctions  discontinues  {Ann.  Éc.  A'orm.,  iS-ô). 
(^)  Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique,  t.  I,  i'  édition. 
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f{x)est  nwsiiinhh   -  /  ^n  intèniah'  >h-   1 .1, .■<._•  n.' 
ct'Hr  </'•  lit»' manu. 


'incide  avec 


On  ;i.  v\\  cUcl.  |i.ii   li\  |»<illirsc, 

/      (  M  ,  —  inx  \  d.r  - 


M,      ///, 


l'.ii  i<iii>é<jii«'iil .  M  ,  <•!  1)1  J-.  i|ili  suiil  iiio>(ii  iilil*-'>.  sdiit  l'^.iiix  />rcsi/ur 
IKti(iii((.  cl,  |i,ir  siiiU',  t'^iuix  .1  lii  fomiKin  iiili'i  im-iliaire  f{x  . 
Donc  (  <'||e-ci  «'.si  iiiesin;il)Ic.  Son  iiilt*i;ralr  dr  LflK'Sfxnf  cxisle 
doiir  :  cllr  siitisfait  aux  ilriiv  (oikIiI loiis  (jiii  (l<'iiiiis>L-i)t  celle  de 
Kicinaiill  :  elle  est.   |iai'  coii>é<|iiriil ,   |;i    iiii'IIH'. 
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CHAPITRE  lY. 

NOTIONS  GÉNÉRALES  SUR  LKS  DÉRIVÉES  ET  LES  RÉSEAUX. 


1.  —  Gkxkralités  sur  lks  fonctions  auditives. 

47.  Déânitious.  —  Soit  e  un  enseml)le  borné  et  mesurable, 
variable  dans  un  espace  quelconque.  Soit  ensuite  F(e)  une  fonc- 
tion finie  de  l'ensemble  e.  On  suppose  que  cette  fonction  est  nulle 
sur  un  ensemble  nul  (ou  dépourvu  de  points).  Si  F  n'était  définie 
que  sur  les  ensembles  contenus  dans  un  domaine  rectangulaire  A, 
on  étendrait  sa  définition  à  tout  l'espace  en  posant  F(e)  =  F(eii). 

La  fonction  F(e)  esiadditive  (au  sens  complet)  si  sa  valeur  sur 
un  ensemble,  somme  (finie  ou  infinie)  d'ensembles  sans  point 
commun  deux  à  deux  et  contenus  dans  un  domaine  borné,  est  la 
somme  de  ses  valeurs  sur  chaque  partie. 

La  fonction  ¥  {e)  est  continue  dans  un  domaine  borné  A,  si  elle 
tend  vers  zéro  avec  le  diamètre  de  e  <C  \\  elle  est  absolument 
continue  si  elle  tend  vers  zéro  avec  la  mesure  de  e<;  A.  Si  une 
fonction  est  continue  et  additi\e,  elle  est  évidemment  bornée  sur 
tout  ensemble  contenu  dans  le  domaine  borné  A. 

48.  Variations  positive,  négative,  totale.  —  Une  fonction 
addilive  F(e),  supposée  bornée  sur  les  ensembles  contenus  dans 
un  domaine  borna  A  ('),  est  la  difféi-ence  de  deux  fonctions  de 
même  nature  non  négatives. 


('  )  On  prouvera  plus  tard  (n"  78)  que  celte  hypathése  est  déjà  une  conséquence 
de  la  propriété  additive. 


J8  <  ini'irni:  iv. 

C4msi«itMons  iiii  «'n><iiilili  I.  i ontt'Uii  ditiis  le  <l<tiiiaiiir  A. 
Ndil  -il  I-.  1  la  hinnc  siipéricm  «•  il-'  l'u')  [lom  luii^  Ifs  ('nx-iiihles  c 
(  V  roinjuis  rrnscinhle  nul)  «ont» mi-  iliiii^  V..  La  lom  lidii  'fi(t)  d'' 
^CIl^(•lnltl^•  K  vs[  non  n«'i'(iti\>'  <  |iui-(|ii»-  I  s  aiimilt'  ^iii  <•  nul  i  <l 
je  (lis  (jii'rlle  fsl  aiii/ttt\('. 

Sii|)|)(ivoiis  4|iu>  Il  suit  iiiic  soiiiiiir.  liini-  ou  itiliiiic. 

K  r-  K'  _  E'^.... 

tlfiisniililes  nnn  riiijiiil.inl'-  «i  i  (>iit<iiii>  tl.nis  im  (jiniiaiiii-  A.  >tiil  <■ 
(•(iiilemi  clans  K  el  ^oiiuiir  ili;  e' .  r" ,  ...  lontcnii^  rt-sptM  li\ cnit-nl 
.lan>.  i:.  I". (h.  ,1 

!•"(  ,'  )  =:  F.  »•')-+-  ï'(e')  -+- 

(  Ml  <ii?.|,os«'  arliiliMii  rnn  ni   "•ml    il»'   la   Naiiation  de   <'.  s«iil  il<-  (flics 

de  i'\  f" I)i)nt    on   |m  ni,  i»\»donté,  faire  lendre  le  [ucniiei  on 

l«'  second  niendiit-  de  (clIc  ((inalion  \ers  sa  borne  snjic-ricurr.  C»*» 
(l«Mi\  |j(»rnes.  n«*  |toii\,ini  -<•  -«iiiiiii^xrr  Inné  I  antre,  sont  éjiales  : 
|iai'  ('()ns(-(|ii('nl . 

ç  I  I-,  I  —  ..  1  K  ;  —  (il  K'  ;  -r- .  .  .. 

I.a  fonction  z  e>l  donc  additi\e.  Donc  V  se  d('coni|Misc  dans  la 
diliciencc  «l«*  «l»'ti\  fondions  ildditi^e^  cl  non  nc}iali\cs.  ji.tr  la 
forniidc 

I"  —  Ç  —  (  'i  —   I'  I. 

La  |irenu«re  ■:,  >'a|)|tcll(-  la  rariiilion  posili\i'  de  !•".  la  seconde 
«*s|  l.i  \.deiii-  alxoliH'  de  s;i  rurùitinn  nri,'(tti{r  T  — 'i.  leur  soinnie 

•I'  r:.  .       ,'j        |-  , 

e>l  la  idiKilion  lutah    *V.  (  .  tsi  ,iiiss|   mi)-  lon(  lion  .iddiliNc  «I  non 

n<';;al  i\  <    «-I    I  lin   a 

■|.        I| 

Si  I*  rst  (•<i/iti/nic.  vc.v  iiirit/tiii/is  /msilixr,  nci^ol{\t'  rt  tottilc 
II'  xnnf  tiiissi.  —  Si  V  rst  n^sa/n />n'/if  tnntinnr.  Irs  rnrtnt'S 
vdiinliiiiis  /«'  sont  aussi. 

\'.\\  cHcl.  vi  l'i  <•  )  tend  \crs  /tio  a\('c  le  dianulic  on  .txcc  la 
mesure  de  <•.  on   |i(-iil  m  duc   aiil.inl   de    la    lioi  ne  su  iMiicni  e   i(<). 

iiiiM.  itnr   fiint  li)iii  tnfi/i/n  i\  suit  ron/in iii\  soit  (ihsohnnfiit 
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continue  est  la  différence  de  deux  fonctions  de  même  nature^ 
non  négatives. 

2.  —   DÉRIVÉES   DES    FONCTIONS   d'eNSEMBLE. 

49.  Dérivées  symétriques  (').  —  Les  dérivées  d'une  fonclion 
d'ensemble  sont  des  fondions  de  point.  Leur  définition  générale 
a  un  caractère  complexé  et  laisse  une  part  à  l'arbitraire.  C'est 
pourquoi  il  est  utile  de  commencer  par  préciser  une  définilion 
particulière,  aussi  simple  que  possible,  celle  des  dérivées  symé- 
triques au  point  P. 

Soitw  un  domaine  rectangulaire  à  côtés  égaux  (n"  7)  et  de  centre  P 
(intervalle,  carré,  cube,  etc.)  ;  les  dérivées  symétriques  supérieure 
ou  inférieure  de  F(e)  au  point  P  sont  les  plus  grande  ou  plus 
petite  limites  du  quotient 

F  (  oj  ) 


quand  le  domaine  oi,  c'est-à-dire  sa  mesure,  tend  \ers  zéro. 

50.  Dérivées  quelconques.  —  M.  Lebesgue  a  montré  (-)  que  les 
propriétés  essentielles  des  dérivées  subsistent  avec  une  définition 
plus  générale  que  la  précédente.  On  peut,  en  elTel,  dans  la  défi- 
nition des  dérivées,  substituer  aux  domaines  co  qui  tendent  vers 
zéro,  des  ensembles  mesurables  quelconques  e  de  mesure  inlini- 
ment  petite,  mais  il  faut  que  ces  ensembles  satisfassent  à  une 
certaine  condition  :  ils  doivent  faire  partie  d'une  famille  régulière . 
Expliquons  ce  que  cela  veut  dire. 

LIne  famille  ^  d'ensembles  e  est  dite  régulière  au  point  P  si 
elle  contient  des  ensembles  de  mesure  infiniment  petite,  et  si  le 
quotient 

me 

où  w  est  le  plus  petit  domaine  rectangle,  de  centre  P  et  à  côtés 
égaux,  qui  contienne  e^  ne  surpasse  pas  un  nombre  positif  fixe  /. 


(')  Celte  expression  est  emplojée  ici  pour  la  première  fois. 

(^)  Intégration  des  fondions  discontinues  {Ann.  Éc.  iS'orm.,  1910). 


(iivriiHi     IV 


|<<>in  I..H-.  Ii'>  «•u«.cinljlt ■•>  tic  la  famille.  .Nmis  i|iiiui>  <|ii<'  /.  «-^I  I»' 
/iiirtinit'fn'  tir  iw^ulariti'  il»-  la  faiiiilli-  J. 

La  tlt'liiiilii»!»  j:riM'"i-alc  tirs  tU'iivéci  an  |><iiiil  I'  ?.'oljtieiil  en  con- 
siiicraiil  iihp  fainillt'  ivfiulit'ie  (juelf(ji)(|«i«'  en  et*  point.  On  dt-linil 
.iliirs  les  (léiivées  sur  celle  famille  n'-^iilièic  -»  de  la  manière 
limaille  : 

Les  (Icrivèes  siiptrirnit'  el  irifci  i^'iirr  on  jtoinl  I*  (snv  lu 
luniilli'  .»  )  sonl  les  |ilii>   i^i-ainle  el    |>liis   pelile   limiles  <lii  (fut>lienl 

me 

t|ii.iiiil  nii  (  Diisidi  re  tiii  <ii.seml)le  f.  de  iiiesiiic  inliiiiiiicnt  |ielile. 
niais  a|)|iai  tenant  a  la  l.imille  J. 

Si  CCS  deux  d«ii\ces  smil  égales,  on  dit  (jii  il  v  a  n/ic  '/cruee 
ufu'(/nc  on.  lonl  simplenffnt.  it/ic  (/«hiver  an  point  I*  (  sur  la 
famille-'»).  Le>  di-rixées  snpérienre,  infciienre  el  unicpn'  |iiii\ent 
se    doi^nei    par    l)l".    1)1'   el    l)|-    icspei  1 1  vemenl .     I  onles    lr(»is  se 

désignent  aussi  par  DI'  . 

\  oici  des  c\eiii|»les  impoi  taiils  de  lainille-.  rt'i;nlièrc>  : 
('.onsid«'*rons  une  lumlion  |- i  <■  i  d  euscmMe  lint'aire  el  ses 
dériNécs  en  nn  poinl  ./ .  Les  doiiiuiies  (o  se  réduisent  ici  à  des 
inler\alles  de  centre  r.  Le-.  inlei\alles  a.  situes  à  droite  de  ./•  el 
a\aiit  ./*  pour  origine,  lorment  une  lamille  régulière  au  point  ./ , 
diiiit  le  païamèlte  de  i<''i;iilarih''  /.  -^  ,>.  Les  déri\ées  sur  cette 
famille  s(»nl  le>  drrivrrs  à  dri»ilr  an  poinl  ./■.  Le»;  intervalles  silués 
a  j:au(  lie  de  ./(  avec  .r  pour  e\tu''ini  le  )  fnrment  une  anire  famille 
i»*::uliéie.  <|ni  dt'-linil  les  drrivrrs  n  :^'/inc/ir  au  poinl  ./  . 

I)  iiiK-  manière  générale,  l.i  \,ileiii  des  dfri\«'«'s  dépend  de  la 
l.iiiiille  régulier»"  >er\aiil  i\  le>  calculer.  Nous  monlreron''  toutefois 
ipie  ce  clioi\  n  a  d  iiillneiKe  ipie  dans  un  ensenilde  *le  points  de 
niesiiie  nulle.  \ii\  , miles  p(nnls.  il  v  .iiiia  une  deri\<'e  iinnpie  el 
«létei  iniliee,  ilidependanle  de  l,i  définition.  Nniis  imI  laelieroiis  l.i 
démonsi  I  .il  i(tii   de  <  c  fnl  .m  |iiiiiripe  snixaiil   : 

.*>l.  Principe  de  la  dérivée  symétrique  nulle.  —  Si  In  t/rrii'ée 
syinrti  iijur  il' iiiir  fniiriinn  \'\  iitlditivr  rt  non  nri^iidvr,  rsf  nulfr 
fin  ftnini  I*.  «iliifs  In  drri\rr  dr  V  rs(  nnllr  m  rr  pinnl  «fnrllr 
ijnr  soil  In  nninirrr  tir  In  drfinir. 
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Soit  cf  une  famille  régulière  quelconque  d'ensembles  e  serviint  à 
définir  la  dérivée  au  point  1'  et  soit  /,■  son  paramètre  de  régularité. 
Soit  e  un  ensonible  de  la  famille  et  soit  co  le  plus  petit  domaine 
rectangulaire  de  centre  P  ayant  ses  côlés  égaux  et  contenant  e. 
Gomme  F  est  additlve  et  non  négative,  on  a 

F(e)  ^  F'(m)  _  nio)  F(w)    ^      F(w) 
me    "    me  me     moi      ^        //in» 

Donc  le  premier  quotient  (qui  est  non  négatif)  tend  vers  zéro  avec 
le  dernier  :  la  dérivée  sur  c)'  s'annule  en  même  temps  que  la  dérivée 
s  vm  étriqué. 

3.   —    DÉlllVÉES    SUR    UN    RÉSEAU    ('). 

o2.  Construction  d'un  réseau  linéaire.  —  Considérons  un  axe  O^ 
Illimité  dans  les  deux  sens.  Un  réseau  linéaire  sur  cet  axe  est 
défini  par  la  superposition  d'une  suite  illimitée  de  ^/'i/lages  Ci, 
(j'o,  ...,  (|'„,  ...  doiU  voici  les  définitions. 

On  forme  le  grillage  ()'i,  en  décomposant  l'axe  Ox  en  parties 
égales  par  des  polnis  intermédiaires.  Ces  points  sont  les  nœuds  du 
grillage  ()',  et  les  parties  consécutives  sont  les  mailles  du 
grillage  {]\.  Nous  désignerons  toutes  ces  mailles  Indinéremmenl 
par  a,. 

On  forme  le  grillage  Ç/g  en  ajoutant  de  nouveaux  nœuds  aux 
précédents,  ou  en  décomposant  les  mailles  a,  en  mailles  plus 
petites  ao,  qui  sont  les  mailles  du  grillage  (/o.  Les  nœuds  anciens 
et  nouveaux  sont  les  nœuds  du  grillage  (jo. 

On  continue  ainsi  de  suite.  Les  nœuds  du  giillage  (j,,  se  com- 
posent des  nœuds  des  grillages  précédents  et  de  nœuds  supplé- 
mentaires. Les  mailles  a„  du  grillage  ()'„  proviennent  de  la  décom- 
position des  mailles  ci.,i_x  du  grillage  Ç«_|. 

Tous  ces  grillages  superposés  constituent  le  réseau. 

11  reste  quelques  détails  à  jn-éciser. 

En  principe,  les  mailles  a„  pourraient  s'obtenir  par  le  partage 
des  mailles  a,;_i  en  un  nombie  quelconcjue  de  parties.  Certaines 
conséquences  que  nous  voulons  obleiilr  dans  la  suite,  exigent  que 


(')  Dk  la  Vallée  Poussin,  Sur  V intéi^rale  de  Lebesgue  (  Transactions  of  the 
anierican  matliematical  Society,  1910). 


(|t  I  II  \l'l  I  l(K    |\  . 

ce  nouihre  suit  iiiij»  nr.  I'kiii  Iim  t  les  itiro  «•!  i-\  itcr  di-.  Iuii|^iifiirs, 
iiuiis  coin  i(*n<iroiis,  iiik*  ln[^  |iiiiir  Imites.  t|iit',  |i()iir  piisxT  (i  un 
^rill.ij;!'  mi  suiv.iiil.  Ir  jun  Iti i;)'  ilm  mni tirs  se  ffia  en  t/ois pu/  fies 
t'i^ti/rs. 

Kil  <«ec«iii(l  lien,  iiniis  Miiiliiiis  «iiic  ilt'ii  \  iiiaillt's  roiit  i^iirs  <1  un 
niêmr  milhtm'  soient  »i(n>  |iiiimI  ruiiiniiin.  A  < cl  ellet.  nous  con- 
\  lemli  OMS  (luinie  maille  y.,,  ne  eotilienl  i|u  une  mhIc  de  «fs  cxtié- 
niit<"«.  rt,  pour  |»r«'Miser,  ce  sera  celle  de  cooi«loMiu*e  iiiiiiiiuiiiii 
I  (  elle  (le  j;auclie  ). 

\\ec  celle   convention,  un    point  x'  ap|iarticiit  à   une  maille  «le 

clia(|ue  •;rillage  et  à  une  seule,  (^es  mailles,  a,.  a_, y.„,  . . .  sont 

eml)OÎI«'e-«  les  unes  dans  les  autres  el  constiliicnt  une  famille  rt'jiu- 
In-ie.  dt-finM'  d  uni'  maniùre  iinn|ue  au  |i(iiiil  ./■,  el  piiuxant  sei\ir 
au  calcul  des  tleriv(''es  en  ce  poinl. 

*)!{.  Réseau  superficiel.  —  Soicni  deux  axes  ()./•  «•!  ()>•  dans  le 
plan,  lu  réseau  suj)erriciel  K  sedt'-linil  |i;ir  deux  réseaux  linéaires, 
I  un  Uj-  sur  O^,  l'autre  K^sur  O,-. 

Soient  (ti',)x,  (.<,j'j)j-i  •  •  ••>  (d'/i  >j-«  • .  •  les  grillages  successife  de  Rj.; 
lie  inèmr.  ((|',)_^,  ((i'a)v  •••  'es  grillages  successifs  de  ]{,.  iJé-si- 
giions.  v\i  géru'-ral,  par  a„  une  maille  de  ((\„)r  et  par  ^„  une  maille 
de  (^t'«)r.  Nous  supposons  les  mailles  initiales  a,  et  3,  de  même 
amplitude,  alors  les  maillis  y.,^  d  ^'i,,  |<'  >,onl  aussi  jiar  les  eoinen- 
tions  lait«*s  sur  les  reseaux  linéaires. 

Maintenant  le  grillage  su|)erliciel  tj'„  résulte  de  l.i  comhinaison 
des  deux  grillages  liné-aires  (<|'«V  et  {{{„),.  l  ne  maille  (.>„  du 
-rillage  (|'„  esl  d.linn-  par  deux  niaillrs  pari  ieiilii"  res  ol„  «-t  ^„, 
c'esl-à-dirc  <jue  I»-  point  I*  de  coordonnées  .r,  y  appni  tient  à  m„ 
si  X  appartient  à  -/„  et  r  à  j„.  Les  mailles  (,),^  sont  donc  des  carrés 
provenant  <le  la  dt-eoiiiposiiinn  des  ni.ulles  (,),,  ,  en  ,i-  ou  ()  |)arlies. 
I.lles  contiennent  deux  de  leurs  côtés  el  un  seul  de  leurs  sonimets. 
Tout  point  du  plan  appartient  à  une  niailU'  <•>„  el  à  une  seule.  Il  est 
diuie  «ompiis  dans  une  seule  famille  régulière  de  mailles  emixiitées 

(i>,,  ».>,,  .  .  .,  i.t,, famille  ipii  poiiira  servir  à  d<linii  les  d.'rixées 

en  ce  poini . 

M      Réseau    spatial.  I   ■      procedi-     pieeedenl    s'elend    de     lui 

niènie    a   la    coiisiriielion   d  un   n-seau    \{   i\.n\-   un  espace  .r,   •)  .  ••• 
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à  />  dimensions.  Le  réseau  s'oljlieat  \)nv  la  construction  d'un 
réseau  linéaire  sur  chacun  des  axes  de  coordonnées. 

Soient  B.,.,  R,-,  . .  .  ces  résean\  linéaires  ;  {Ç),i)xt  ((?«)>•  ■  •  •  ^^^^^ 
grillages:  a,^,  fit,,,  .  ..  leurs  mailles,  supposées  de  même  amplitude 
pour  un  même  indice.  Une  maille  m,,  du  grillage  CJ„  de  R  se  définit 
par  une  combinaison  de  mailles  a«,  ^„,  ...  de  même  indice.  C'est 
donc  un  cube  dans  l'espace  à  /)  dimensions,  provenant  du  partage 
d'une  maille  o)„_f  en  3p  parties  égales.  Un  point  Pduplanappartient 
encore  à  une  seule  famille  régulière  de  mailles  emboîtées  to, ,  0J2,  ..., 
propre  au  calcul  des  dérivées  au  point  I*. 

Nous  allons  maintenant  étudier  les  propriétés  des  dérivées  qui 
se  définissent  à  l'aide  d'une  famille  de  mailles. 

')0.  Dérivées  sur  un  réseau.  —  Soit  F(e)  une  fonction  d'en- 
semble dans  un  espace  x,  j',  ...  à  p  dimensions.  Construisons 
un  réseau  H.  Les  dérivées  sur  le  réseau  en  un  point  P  se  définissent 
en  considérant  la  famille  régulière  des  mailles  co,,  Wo,  . . .,  oj„,  . . . 
c|ui  contiennent  le  point  P.  Ce  sont  donc  les  plus  grande  et  plus 
petite  limites  du  quotient 

F  (eu,,) 

quand  /i  tend  vers  1  infini. 

Les  dérivées  sur  un  réseau  sont  des  fonctions  mesurât  les  {^). 

Attachons  à  chaque  grillage  (j„  une  fonction  <I>//(P)  égale  au 
quotient  ¥ [ui „)  :  m  m „  où  (o„  désigne  la  maille  qui  contient  le 
point  P.  Cette  fonction  $„  est  mesurable  (B),  car  elle  est  constante 
dans  chaque  maille  to„  et  l'ensemble  w^  est  une  différence  d'en- 
sembles fermés  (').  Les  dérivées  qui  sont  les  plus  grande  et  plus 
petite  limites  de  <I>„  sont  aussi  mesurables  (B). 

L'avantage  des  dérivées  sur  un  réseau  dans  les  démonstrations 
provient  d'une  propriété,  qui  semble  n'appartenir  qu'à  elles  et  qui 
est  presque  immédiate.  Cette  propriété  est  exprimée  dans  le 
théorème  suivant  : 

56.   Théorème.  —  Soit  F(e)  une  fonction  cV ensemble  et  soit  E 
(')  On  a  exclu  de  w„  une  portion  fermée  de  sa  frontière. 
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nu  f'nsi//if>lr  hnr/ii'  ijntlamt/nf .  (onfi'iin  ilnns  un  riiscnthli'  () 
otnrrt  {siir  l'espace  entier  \.  Si  l' uuf  îles  Jt/ii'ees  sur  un 
réseau  de  V{es,  /xtr  exemple  \)V .  est  /tositii-e  eu  r/iar/ue  fminl 
tle  K,  alors  on  peut  eu  fermer  V.  dans  un  ensemhie  li,  somme 
(le  mailles  ».j  <lu  réseau  sans  point  mmiunn  ileu.r  à  //eu.r,  de 
manière  tpie  I''(to)  soit  pttsitij  pour  chacune  de  ces  mailles  et 
(pie  1}  soit  en'Stre  contenu  fla/is  l'c/isemlde  (). 

V.n   t'IlVl,    lonl    |»oinl  I'  ilf   T.   ;i|i|t;trli«iil    à    une   seule   fatinllf   (\e 

mailles   emltoîlres   (■),.  (.)j <•>„ ••'    <<nnme   I*  e^l   nu   |Miiiit 

intérieur  (If  <  >.  il  \  a  loiijdiirs  unt'  picMinif  maille  dr  la  famille, 
(.)„  par  «•\('iii|ilr,  <|ui  e>l  cniilfiuH'  il. m-  <  )  ••!  I.lir  (jin-  l"^c.)„)  soit 
juisilif.  (^elle  |ir(i|H  it'I^ile  la  maille  fo,;  sulisisle  aUtis  à  l'éf^ard  <l<* 
tous  le»  j»(»inls  de  IC  (|ii  rllr  ciuitieiit.  el  nous  exprimerons  cela  «'H 
disant  nue  o),,  ol  iiiu'  iiiaiili'  /////////n  e  du  i;nllai;f  ',„.  L  riiseinl)le  ti 
est  l'videmmenl  lorm*'  p.tr  l.i  n  iiiiion  des  mailles  primilives  de 
eliaeun  des  j;rillHj;es  (j, ,  (jj <  iliaipic  urillaj^e  ne  coiiticiil  d  ail- 
leurs (priin  noml>re  limitt-  dr  mailles  primitives  (1"^  étant  horné). 

Si  la  r<)ii(li(>ii  j- I  r  I  e»!  a<lilili\e.  |-  <  12  I  est  ('-x  idrmiiifiit  positif, 
car  V  f-l   une  •Mtmmr  dr  li'iiiu-s  1"  t  (o  i  positifs. 

i  Hl  SKAI  \    («tNjrt.l  KS    (   '   ). 

ri?.  Réseaux  conjugués  linéaires.  —  Considérons,  sur  un 
ave  ()./.  iiii  premier  réseau  liinaiie  H.  loriné  des  ^rillaj^i'S  <|',. 
(|'j,  ...  dont  les  mailles  (^o,.  <■),..  ...  di'ri\eiit  l'iiue  d«'  l'autre  par 
parla^e  en  Irois  pailles  ej;ales. 

Nous  pouNons  loi  mer  un  };rilla^e  (\^  en  pieiiaiit  eiuuuie  meuds 
les  niilieiix  il«'s  mailles  <,>,  de  (,',.  nu  ;;iilla;;e  (,'j  en  prenuit  eoiiime 
iinuils  les  niilien\  des  ni;iill«'s  (.)  .  de  <|.j.  el  ainsi  de  suile.  Nous 
aj)eieevons  iminedialemenl  (pie  ces  ^rilla}.;e>  ({^,  (j,.  ...  lorinenl 
un  réseau  linéaire  K.  vl  (pie  les  deux  réseaux  linéaires  H  el  W 
»oiit  dans  une  l'elatiou  n-eipio<pi(*.  .Nous  dirons  doue  i|ne  K  et  W 
forment  nu  système  de  di-nx  l'Seiiu.i   ciui j ii i:ué'S. 


<  '  )  l.,4  itiéoric  <lr«  réftcaus  ciinju|;(iéi  e<m  c\\t*isie  ici  |titur  U  première  foi^.  Klle 
pcrmri  (i'i-tiirr  lr  iliiurrinc  dr  l'iUili  »ur  Irtjiirl  M.  I,r|ic«niif  a  fomt»-  la  lit^riva- 
lioo  lie»  funcliun*  alt9<)liMnciit  ronliiitirs  <rcnM-iiil>lrs  (  Ann.  h'r .  .\orm.,  i<|io). 
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Leur  ulilité  vient  de  la  propriété  suivante  : 

Toul  intervalle  donné  sur  Ox  et  d'amplitude  a  est  tout 
entier  contenu  dans  une  maille  d'amplitude  <6a  de  l'un  au 

moins  des  deux  réseaux  conjugués.  [On  suppose  aa  ■<  oj,.) 

Puisque  la  subdivision  des  mailles  se  fait  en  trois,  il  existe 
deux  grillages  conjugués  (j',^  et  Ç[^  dont  les  mailles  sont  d'amplitude 
intermédiaire  entre  2a  et  6a.  Les  nœuds  de  (j„  sont  alors  à 
distance  ^a  de  ceux  de  (j')^.  Donc,  si  l'intervalle  considéré  d'ampli- 
tude a  contient  un  nœud  de  ()',«,  il  n'en  contient  pas  de  (^\^  et  réci- 
proquement ;  il  se  trouve  donc  dans  une  maille  d'amplitude  <;  6a 
de  g;  ou  de  (J„. 

58.  Réseaux  conjugués  spatiaux.  —  Considérons  maintenant 
un  espace  x^  y,  ...  à  p  dimensions.  Construisons  deux  réseaux 
conjugués  Pvj-,  Pi'^.  ^  Pij^,  Pi^.,  ...  sur  chacun  des  axes  coordonnés. 
En  combinant  tous  les  premiers  réseaux  linéaires  Rj;,  R^.,  ...,  nous 
définissons  un  premier  réseau  spatial  R.  En  remplaçant  dans  cette 
combinaison  un  ou  plusieurs  réseaux  linéaires  par  leur  conjugué, 
nous  olitiendrons  successivement  tous  les  réseaux  spatiaux  conju- 
gués de  Pi.  Un  système  de  réseaux  conjugués  dans  l'espace  à  p 
dimensions  se  compose  donc  de  iP  réseaux  différents. 

Voici  la  propriété  qui  généralise  celle  des  réseaux  linéaires  : 

Tout  domaine  rectangle.,  à  côtés  égaux  a  et  de  mesure  y.f, 
est  tout  entier  contenu  dans  une  maille  de  mesure  <<(6a)/'  de 
l'un  au  moins  des  réseaux  conjugués. 

Les  projections  du  domaine  considéré  sur  les  axes  sont,  en  effet, 
des  intervalles  égaux  a^,  a^,  . . .  intérieurs  à  des  mailles  -<  6a  des 
réseaux  linéaires  correspondants  (n"  57);  et  ces  mailles  linéaires 
définissent  une  maille  d'amplitude  <<  (ôa)/*  de  l'un  des  réseaux 
conjugués  dans  l'espace.  Celle-ci  contient  le  domaine  proposé. 

59.  Principe  de  la  dérivée  nulle  sur  un  système  conjugué.  — 
Si  la  dérivée  d' une  fonction  addilive.,  non  négative.,  est  nulle  au 
point  P,  sur  tous  les  réseaux  d' un  système  conjugué,  la  dérivée 
reste  nulle  en  ce  point  quelle  que  soit  sa  définition. 

En  effet,  nous  allons  montrer  que,  dans  ce  cas,  la  déiivée  symé- 
V.  P.  5 
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triqiu*  osl  nulle,  cr  (|(ii  r;mu'ne  au  principe  concernaiil  celle-ci 
(n"')lt.  Soil  (>)  un  liiiiiuiine  cuhiqiK?  de  ceiilie  I*  (|iii  leiid  vei*s  zéro; 
il  e«>l  conleim  tl.ius  iiiic  iii.nllr  (-)„  d  :iiii|ilitiiile  <^  (>/'(/// to  »  appar- 
tennul  à  I  un  des  reseaux  i()ii|iiuu.>.   (  )i   dii   a 

F(oj)      F(w„)        nno„   l'iio.i)    ^,. ,   l''i<o„) 

— —  i  =  -^  II/'  • 

ftf»])  nni}  rnt»     hijj„  //ko,, 

Le  |>reiMier  (pKilienl.  ijui  e-l  non  n«':;.ilil.  leiid  don<  Neis/.cro  avec 
le  dernier. 


CHAPITRE  V. 


FONCTIONS  D'ENSEMBLE  ABSOLUMENT  CONTINUES  ET  ADDITIVES. 
INTÉGRALES  INDÉFINIES. 


1.  —  Propriétés  des  dérivées  sur  un  réseau. 

60.  Remarques  préliminaires.  —  Nous  avons  défini  précédemment 
(n"  Al)  les  fonctions  absolument  continues  et  addiiives  et  nous 
avons  établi  (ju'elles  sont  des  différences  de  deux  fonctions  de 
même  nature  non  négatives.  Nous  avons,  à  cette  occasion,  défini 
les  variations  positive,  négative  et  totale  d'une  fonction. 

Nous  allons  établir  le  lemme  suivant  : 

Si  une  fonction  F(e),  additive  et  absolument  continue,  a 
r une  de  ses  dérivées  (sur  un  réseau  H)  partout  positive  dans 
un  ensemble  mesurable  E,  F(E)  n^  est  pas  négatif. 

L'ensemble  E,  étant  mesurable,  est  contenu  dans  un  ensemble 
ou\  ert  O  de  mesure  infiniment  voisine.  D'après  une  propriété  géné- 
rale des  dérivées  sur  un  réseau  (n"  56),  on  peut  enfermer  E  dans 
un  ensemble  0,  somme  de  mailles  o)  et  contenu  dans  O,  de  telle 
sorte  (|iie  F(w)  soit  positif  dans  chac|ue  maille  de  Q,  auquel  cas 
F(0)  est  positif  (par  la  propriété  additive).  Mais,  comme  F  est 
absolument  continue  et  que  la  mesure  de  l'ensemble  Q  —  E  tend 
vers  zéro,  F(ii)  a  pour  limite  F(E)  et  F(E)  est  non  négatif. 

Nous  allons  tirer  de  là  le  principe  suivant  : 

61.  Principe  fondamental.  —  Soit  F(c)  une  fonction  absolu- 
ment continue  et  additive.  Si  l'une  de  ses  dérivées  (sur  un 
réseau  Vy),  par  exeîuple  DF,  est  positive prescjue partout  sur  un 
ensemble^,  de  mesure  non  nulle,  F(E)  est  positif .  (De  même, 
si  DF  était  négatif,  F  le  serait  aussi.) 
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J<'  (lis  ilalionl  (|ii«-  >i  IJF  esl  >>  £  posilil  sur  11  de  nn'^mr  non 
nulle,  F(K)  est  pusilif.  Kii  ellel,  formons  la  fonclion 

«!»(?)  =  F(e)  —  i(/ne). 

(l<tiiiiiM-  1)"I»  (  (|iii  t'sl  t'j;al  à  I)F — e)  est  posilil",  'ï*(l-j  esl  non  iu'';,'alif 
en  Nfilii  du  ieiiinie  piért-di'iil  ;  donc  F(E)  esl  ^£(mE)  el,  par 
conséquent,  pijsilll. 

Suiiitosons  inainlL-ii.iiil  ijoc  l>l'  muI  |i(isilil  |iii>i}(ic  |iarli>iit 
sur  I".  do  nicsuie  non  nulle.  La  valeur  <le  V  sur  l'I  «'Sl  la  inème  que 
sur  la  |niili<in  K' de  E  (de  nièuM-  mesure  que  E)  sur  laquelle  I)E 
est  posilil.  (  )r  K'  esl  la  somuie  d«'s  ensembles  E|,  K-,,  ....  E„.  ..  . 
formés  respecliNemenl 'des  points  de  E'  où  l)F  est  ^' i .  où  IJI" 
esl  c^-mais  <!  i .  où  DF  esl  >  -  mais  <->  et  ainsi  de  suite.  Ces 
ensembles  sont  sans  point  commun,  et  ils  ne  sont  pas  tous  de 
mesure  nulle  (  ear  leur  somme  VJ  ne  Test  pas  i.  I  )onc  l'i  E  i,  cpii 
esl  lu  somme  des  (pianliu-s  F(^i{„),  non  négatives  cl  non  toutes 
nullrs,  est  positif. 

r»:2.  Théorème  de  la  dérivée  nulle.  —  Soit  l'(  »■  i  iino  fonction 
(ihsn/t/nirn(  continue  et  additive.  Si  l'une  de  ses  de/ liées  (sur 
un  réseau  II  ),  /xir  exemple  DF,  est  nulle  /)res>/ue  /xtrtout  sur 
un  en  se  m  h  le  E,  alors  I''(E)  =  o. 

En  rllcl,  (pii'lipn-  prhl  ipie  soit  i  positii,  la  loiiction 

auia,  prescjuc  pailmil  Mir  I..  sa  (l<''ii\«'-e  siip(ri<'iire,  DFlh£,du 
signe  allribu<''à  :;  donc  elle  aura  elle-nii-mc  >nr  E  le  signe  attribué 
à  e  (en  \<ilii  <lii  luincijir  ipn  |ti(''céile  ),  ee  (|ni  na  Ihmi  (pu* 
si  I''('|-'.'l  f'sl  nul. 

('»!{.  Comparaison  de  deux  fonctions.  —  Si  dru.r  fonctions  F| 
et  l'j,  (ihstdunient  cnn  i  mues  et  iidiliti\  es,  ont  des  dcris'ëes 
de  même  espèce  i  .lur  un  réseau  II).  //*//•  exemple  iH'",  et  l)I*.j. 
finies  presipie  partout  dans  un  enseuthle  E  et  satisfaisant 
prestpte  partout  éi  la  relation  l>l  ,  l'Ij.  alors  <ai  en  con- 
clu t\\\.       Vj{K). 
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Ce  théorème  revient  aux  deux  précédents  (n'*  01  et  Gi2),  en 
observant  que,  si  les  dérivées  sont  finies,  on  a 

D(F,— F2)^DFi— DF2,  D(F,— FoJ^DF,  — DFo. 

Il  suit  de  là  que  5/  deux  fonctions  ¥^  et  F2  ont  presque  partout 
la  même  dérivée  supérieure  {inférieure)  dans  E,  elles  sont 
égales  sur  E,  car  on  peut  renverser  le  sens  des  inégalités  dans 
l'énoncé  précédent. 

64.  Réciproque  du  théorème  de  la  dérivée  nulle.  —  Si  une 
fonction  F(e),  absolument  continue  et  additive,  s^ annule  sur 
tout  ensemble  e  contenu  dans  un  ensemble  donné  E,  sa  dérivée 
s^ annule  presque  partout  sur  E  quelle  que  soit  la  manière  de 
la,  définir.  De  plus.,  les  points  qui  font  exception  sont  contenus 
dans  un  ensemble  H,  de  mesure  nulle.,  indépendant  de  la  défi- 
nition des  dérivées  [c'est-à-dire  du  choix  de  la  famille  régu- 
lière d'ensembles  servant  à  les  définir). 

11  n'y  a  de  théorème  à  démontrer  que  si  l'ensemble  E  n'est  pas 
de  mesure  nulle.  D'autre  part,  nous  pouvons  supposer  F  non 
négative,  car  si  F  s'annule  sur  toute  partie  de  E,  ses  variations 
positive  et  négative  (n°  48)  s'annulent  aussi  et  nous  pouvons 
raisonner  sur  celles-ci,  puisque  F  est  leur  somme. 

Construisons  un  réseau  R;  la  dérivée  de  F  (sur  ce  réseau)  sera 
unifjue  et  nulle  presque  partout  dans  E;  car,  dans  le  cas  contraire, 
une  dérivée  supérieure  (ou  inférieure)  serait  partout  positive  ou 
partout  négative  dans  une  portion  de  E  de  mesure  non  nulle,  et  F 
ne  s'annulerait  pas  sur  celle-ci  (n°  61). 

Considérons  maintenant  un  système  de  réseaux  conjugués.  La 
dérivée  de  F  (sur  chacun  d'eux)  est  nulle  presque  partout.  Soit  H 
l'ensemble  de  mesure  nulle  des  points  où  la  dérivée  n'est  pas  nulle 
quel  que  soit  le  réseau  du  système.  En  vertu  du  principe  de  la 
dérivée  nulle  sur  un  système  conjugué  (n°  59),  l'ensemble  H 
contient  aussi  tous  les  points  où.  la  dérivée  n'est  pas  nulle,  quelle 
que  soit  sa  définition. 

L'énoncé  du  théorème  subsiste  dans  le  cas  où  l'ensemble  E 
sérail  non  borné  et  s'étendrait  même  à  tout  l'espace,  moyennant 
un  complément  de  définition,  donnant,  dans  ce  cas,  un  sens  aux 
termes  de  cet  énoncé.  11  suffira  de  convenir  qu'un  ensemble  non 


-o  (iiAi'inii:  V. 

horiu-  est  mrsuraf'/r  s'il  osl  incsiinihle  à  rinléricnr  «le  loul  iloinalnc 
b(»nu'  «l   «jii'il   <>t   '/<'   mesure    nulle   sil   «'st   de   iiu-snrc   niillf  à 
riiilérieiir  *l«'  loul  <lr»maiiie  Itoiii»'-.  On  <oiir«)il  aloià  (luuiie  tomli- 
lioii  puisse  »"'trt'  r«''alis«''e  prest/ne  ptirlout  dans  I  es/xirt'  fiitnr. 
\  oici  une  appliralion  du  llicoirine  |»récé(lenl  : 

Soit  K  nu  e/isenihlr  fixe  :  FcK)  est  fonelion  t/r  l' ensemble  e 
van'iible,  et  s  annule  sur  tout  ensemble  e  contenu  lians  le  com- 
plt'inentuire  'de  K.  Donc  sa  déri\ée  est  nullr  presiinr  partout 
dans  CIC,  (/ui'lle  (jue  soit  sa  définition. 

Nous  verrons,  dans  |,-  paraj^raplie  •iiiixanl  (n"  08 1,  (jne  les 
lliéortMnes  uni'  imiis  a\(>ns  énoncés  pour  l<'s  tiérivées  sur  un  réseau 
suhsislrnl  a\ec  la  définition  i;énérale  de  la  dérivée.  Ces  lliéorènies 
sin   l;i  diri\i'»*  sur  im  r*s<au  ont  donc  un  cai'aclcr<'  provisoire. 

2.    —    IllIlIVATION    DKS    INTKC.IIAI.KS    INKKKIMKS. 

0."».  Intégrale  indéfinie.  —  Soiiy\l*)  une  lonclion  unixoqnc  du 
point  W  tlclinic  dans  tout  l'espace  (')  et  somniahle  sur  tout 
ensendjie  borné».  Si  l'on  eousidér»-  l'cnscudde  e  coninie  \.inalde, 
I  intégiale, 

F(<.,=  j  /<  \'    ,/\'. 

est  ce  «pie  M.  r^ehes'^ue  appelle  une  intègride  iiulr finie,  f.  est 
une  fonelion  d'ensemble  absulnnient  continue  et  addilive.  Nous 
nous  proposons  maintenant  île  montrer  <pie  ces  deux  |tropriétés 
des  intéj.;ral«'s  indélinies  le-,  caractérisent,  c'esl-à-dire  (pie  toute 
fon<-tion  d'ensemble  «pii  les  possède  est  une  inléj;rab'  imbdinie. 
Nous  allons  d  almrti  considi-rer  une  inté-^rale  pail  leiilièi  c. 

00.  Densité.  —  Soient  V.  un  ensemble  donné,  borné  i>u  non  et 
mesurable  (n"  ()i),  :s^l*)  sa  b)n(lion  caraclt-iistiipie  :  f.ninons 
l'intégrale  indédinie 

F(<        /  VI  r.</i\ 
•  «• 
sa  valeur  is|  iii(^e  1.  ). 

(')  Si  /  nVuit  (icfinic  (|iir  iiaii«  iiii  (ioinaiiir  humé  A.  on  coinplélcmil  sa  défi- 
oition  en  puitaiii  /  niill<-  li<>i>  lic  1 
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La  dérivation  de  cette  intégrale  ou  de  la  fonction 

F(e)  =  m(eE) 

conduit  à  une  importante  notion,  introduite  par  M.  Lebesgue  ('), 
celle  de  la  densité  d\\n  ensemble  E. 

Les  densités  supérieure  et  inférieure  de  l'ensemble  E  au 
point  P  sont,  par  définition,  les  dérivées  supérieure  et  inférieure 
de  la  fonction  F(e)  en  ce  point.  Cette  définition  se  précise  par  la 
détermiiuition  de  la  famille  régulière  d'ensembles  qui  doit  servir  à 
calculer  les  dérivées.  Les  deux  densités  précédentes  peuvent  se 
désigner  [)ar  DE  et  DE  ;  si  elles  sont  égales,  la  densité  est  déter- 
minée au  point  P,  nous  la  représenterons  par  DE. 

Il  existe  une  relation  de  co?np/éments  entre  les  densités  supé- 
rieure et  inférieure  au  point  P  de  deux  ensembles  complémentaires 
(par  rapport  à  tout  l'espace),  E  et  CE.  Elle  résulte  de  l'égalité 

m.(eK)        oi(e.CE) 
me  me 

Puisque  la  somme  est  constante,  si  l'un  des  deux  termes  tend  vers 
sa  plus  petite  limite,  l'autre  tend  vers  la  plus  grande,  et  récipro- 
quement. On  a,  par  consé(|uent, 

DE  +  D(CE)  =  DE  +  D(CE)  =  i. 

En  particulier,  si  la  densité  de  E  est  déterminée,  celle  de  CE 
l'est  aussi  et  elle  est  complémentaire  de  la  première  par  rapport  à 
l'unité. 

Cette  relation  va  nous  servir  dans  la  démonstration  du  théorème 
suivant,  dû  à  M.  Lebesgue  : 

La  densité  d' un  ensemble  E  est  égale  presque  partout  à  i 
dans  E  et  à  o  dans  CE.  De  plus,  les  points  qui  font  exception 
sont  contenus  dans  un  ensemble  H,  démesure  nulle,  indépendant 
de  la  définition  de  la  dérivée. 

En   elfet,   la  fonction  ni{eE)    étant   nulle    dans    toute    portion 


(')  Matli.  A/m.,  Bd  LXl,  ujoj;  Annales  de  l'École  Normale,  1910.  M.  Lebesgue 
n'a  utilisé  celte  notion  que  pour  les  ensembles  linéaires.  J'ai  fait  de  la  densité  9 
peu  près  le  même  usage  (ju'ici  dans  la  2'  édition  du  Tome  II  de  mon  Cou/s 
d'Analyse,  191 1. 
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<U'  (!K.  sa  «ItiiNcc  esi  milk-  |»r«'><|ue  p  irhnil  daijs  (  ,l-.  ii  <>i  j.  iJunc 
lu  (l«'iisilt*  «le  1'^  csl  nulle  jiirsijiic  |iaii(»iil  dans  (Ai.  \)e  nièine,  la 
•  l«'M»iU"  de  CE  l'Sl  imlli-  |ii<'si|iif  parluiil  dans  |.,  d  al«>rs  CcHc  de  E  1 
est  égale  à  i  presque  partout  tlan>  \i.  en  \eilu  de  la  relaliitn  des 
eumplémenls.  De  plus,  les  points  ipil  font  evception  sont  contenus 
dans  des  ensendiles  de  mesure  nulle,  indépendants  de  la  définition 
de  la  dérivée  (n"  01),  ee  ipii  prcuive  le  tiléorèrn»'. 
f 

i'û .  Dérivée  d'une  intégrale  indéfinie.  —  Soient  /  i  I'  >  une  f»)ne- 
lion  siiuiinalile  et  f  un  ensendile  Itoiné  vaiiahle  dans  1  espace, 
l'oinions  I  inl<'t:rale  indelini<- 


F(c)=   //(  I'm/I'. 


l'cttc  iutcisiiili'  <i  /unir  tlt''ri\âc  J\\*  )  prcsi/dc  j)aitoul.  De 
p/us,  les  points  exceptionnels  de  rcspace  sont  contenus  dans 
un  ensemble  11  de  mesure  /iullf'(\)"  (H),  in(lé/)en<litiit  de  l<i  défi- 
nition particulière  des  ilcri\('es. 

Soient  7.  et  'it  ileux  nouilnes  iMlionnels  (  a  <^  ^j  ).  Soil  ensuite  K^^ 
I  ensenihle  des  pdints  de  l'espaee  «»ù  Ton  a  a  <i/ <Z  j..I<'  \  .lis  d'abord 
déinonliei  i|uc  la  d('Ti\ée  ile  V  est  inlt  rnn'-tliaire  entre  y.  et  'i  |Miur 
tous  les  poinK  tie  \^]y^<^,,  à  Texceplion  d  un  en>end)le  ll^'j  de  mesure 
nulle. 

A  «-et  ellel,  je  considère  le  conipicinenlaire  ^  M-x,^  j'"'  ri|»porl  à 
Tespaee  et  je  lais  |;i  deconiposihon 

F(e)  =  F(cK«p)-4-  VieJMy,^). 

].,t  deri\t'«-  de  !•'(«?.  CiKjts)  est  nulle  dans  prcsipie  tout  l'^j'^  (n"Oi). 
i)onc.  dans  picsipn-  loiil  1',^^,  la  dtii\<'e  de  F(^)  CSl  celle  du 
premier  lerme  du  de  I  inl<'-^rale 

Mais  on  a,  par  le  lliéoréiiie  de  la  tnuvcnni-. 

lioiK  1.1  <lcii\«''e  de  ce  It'inur  csl  inlei  nii-diaii  e  cuire  y  «M  [j  en  tout 
point   où   la  densité   de  EaS  est    i  .   donc   dait>   pi  ixpie   (oui   Eai|). 
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Alors  la  dérivée  de  F(e)  est  comprise  entre  a  et  ^i  sur  tout  E-^p, 
à  l'exception  d'un  ensemble  H^^  de  mesure  nulle. 

Ce  premier  point  établi,  foimons  toutes  les  combinaisons  de 
deux  nombres  rationnels  a  <;  p  et  considérons  l'infinité  dénom- 
brable  des  ensembles  correspondants  E^p,  H^p.  Soit  H  l'ensemble 
(de  mesure  nulle)  somme  des  H^p.  Je  dis  qu'en  tout  point  P  exclu 
de  FI,  F(e)  a  pour  dérivée /(P).  En  efiet,  celte  dérivée  est  inter- 
médiaire entre  a  et  p  pourvu  seulement  que  K^^^  contienne  P,  ou 
que  l'on  ail 

a</(P)<P, 

ce  qui  n"a  lieu  que  si  DF  =  /'(P).  Le  ibéorème  est  donc  établi. 

68.  Théorème.  —  Une  fonction  cV ensemble  additive  et  abso- 
lument continue  a  ses  dérivées  finies  presque  partout  et 
sommables  sur  tout  ensemble  mesurable  et  borné;  elle  est 
V intégrale  indéfinie  de  chacune  cVelles. 

Il  suffit  d'établir  ce  théorème  pour  les  dérivées  sur  un  réseau  ; 
il  subsistera  pour  les  autres  dérivées,  en  vertu  du  théorème  pré- 
cédent. Enfin  on  peut  supposer  la  fonction  non  négative,  car  le 
théorème,  vrai  pour  deux  fonctions,  subsiste  pour  leur  différence. 

Soit  donc  DF  l'une  des  déri\ées  (sur  un  réseau)  d'une  fonc- 
tion F((?)  non  négative.  Je  pose  (DF)^  égal  à  DF  ou  à  n  selon 
que  DF  est  <C  n  ou  non,  et  je  dis  que  l'intégrale  de  (DF)«  sur  e 
donné  est  bornée  quel  que  soit  n.  En  effet,  elle  a  presque  partout 
une  dérivée  (DF)„  égale  ou  inférieure  à  DF  ;  donc  elle  ne 
surpasse  pas  F(e),  en  vertu  d'un  théorème  connu  (n°  63).  L'inté- 
grale de  (DF),^  étant  bornée,  DF  est  sommable  par  définition  ;  et 
l'on  a  enfin 

F(0=   r(DF)f/P, 


■( 


parce  que  les  deux  membres  ont  la  même  dérivée  DF  presque 
partout  (n°  63). 

Nous  avons  ainsi  établi  l'identité  des  intégrales  indéfinies  et  des 
fonctions  additives  et  absolument  continues  ('). 

Cette  conclusion  prouve,  en  particulier,  que  les  théorèmes  con- 

(')  Ce  résultat  est  dû  à  M.  Lebesgue  {Ann.  Éc.  lYorm.,  1910). 
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ceruanl  les  ilrrlxéi's  «.iir  un  rtsriiu.  «'-ikidci-s  un  |)araj;raj»li»'  prt*- 
cédenl.  siilisisicni  (jinllc  (jur  -oil  la  ilcfinilion  de  la  «h'-rivée, 
j>uis(|iic  celte  déliiiitiuii  no  |)(-ut  avoir  d  inlluenrc  (|iu-  <ian>i  un 
eiisfiuMi'  <1<'  mcsnro  iiiilN'. 

(iO.  Expressions  des  variations  positive,  négative  et  totale  — 
('iWl-idfioiis  mil'   loiiclKiii.   adilitiNc  cl  ali-<oIiiinciit  c(tnliiiiic, 

Sa  vaiialKiii  |iom(ivc  sur  c  ••>!  la  liniiic  sii|tcricint' de  ses  valeurs 
sur  loiix  l«'s  ensembles  conlenii-  d.in>  e.  Celle  liornc  est  atlcinte 
dan>  la  |H(rli«tn  de  r  nii  \)V  est  puMlif.  Désij^nons  donc  par  K, 
l'ensemlde  des  p(tinlsyle  l'espace  on  l)|"  ot  >  o,  |)ar  K^  celui  des 
points  où  l)|-  «'si  ■<  o  :  la  décoin|io>ilion  tie  1"  (^')  dans  ses  rciria- 
tmns  pasilni'  et  urgdti^'c  se  fait  p.ir  la  ioriiiule 

F(e)=  /     ~l     ,  l>r-^^/P  =  F(>K,)-4-F(eI-:,). 
•  .  i:,      »  .1;. 

La  vi/rififid/i  lotitlc  de  V  sur  c  sera  donc 

'Pi  e^  =  ^  I  DF  I  dV  =  !•  «  f  !•:,  )  —  F(  e  Ej  ). 


.'!.    —    MvjdHAMK    1:1     MINtill  WTi:. 

70.  Définition  et  construction.  —  Coiisidéions  une  inlci;rale 
indclinic 

I  )oiiniiiis-unus  un  (Iniiiainc  rc(  laii<;ul.iirc  Imhiic  A.  Non»  ^iippo- 
scron««  (pli-  I  cnsiiiiltlc  c  ri  le  point  I*  varient  à  lintcricur  de  A  el 
Il  Cil  soiiciil  pas.  Nous  allons  dcinonlrer  le  lln'-<ncnie  suivant  : 

//  f\f  iitissilili-  ,li'  définir  iinr fitnrlion  ^i(t')  (i«/>/ifi\t\  <ihs(tlti- 
nii-nl  rniilinid-  rt  /i<,fi  n<i:(iti\t\  fr/lc  t^ur  si  l'on  f'<i//nr  1rs  t/t'tl.r 
1  nnrtinns 

I      ■  I     '  — .  l-,l«r)=  V{r) — , 

'.//  Il  rsi  lui  nnnihrf  fdsillf  <ii  hltnilrc,  ht  fonclinn  |',  dit  toutes 
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ses  dérivées  '^  f  aux  points  P  oii  f  ti'est  pas  infini  positif ,  la 
fonction  Fo  toutes  les  siennes  <^f  aux  points  où  f  n^est  pas 
infini  négatif. 

Ces  fonctions  F,  et  Fo  sont  les  majorante  et  minorante  de 
V intégrale  de  f  ]  elles  approchent  autant  qu^on  veut  de  cette 
intégrale  à  condition  de  donner  à  n  une  valeur  suffisamment 
grande. 

Désignons  par  ^{e)  la  variation  tolale  de  F,  à  savoir  (n°  69) 

<i>{e)^    f\f\d?. 

Soit  H  (de  mesure  nulle)  l'ensemble  des  poinls  du  domaine  A 
où  /n'est  pas  la  dérivée  unique  et  finie  de  F.  Donnons-nous  une 
suite  £),  £0»  ••••,  ^k;  •••  positive,  décroissante  et  de  somme  finie. 
Désignons  par  0(  >■  Oo  >>...>•  Oa  .. .  des  ensembles  ouverts 
emboîtés,  contenus  dans  A  et  contenant  H,  satisfaisant  (pour  A"  =  i , 
2,  3,  .  .  .)  à  la  condition  générale 

mO/,-^*(0/,  )<£/., 

condition  à  laquelle  il  est  possible  de  satisfaire,  parce  que  H  est 
borné  et  de  mesure  nulle  et  que  <ï>  est  absolument  continue. 

Je  dis  que  l'on  satisfera  aux  conditions  du  ihcorème  énoncé,  en 
définissant  la  fonction  Q  par  la  série  uniformément  convergente 

6(e)  =  me  ^V  [,n{eOi,)-\-  *(eO/,)]. 

Â  =  l 

Nous  allons  le  démontrer. 

Considérons  d'abord  un  point  du  complémentaire  de  H,  donc 
un  point  où  F  a  pour  dérivée  unique  et  finie  /.  Comme  tous  les 
termes  de  h  sont  non  négatifs  et  que  la  dérivée  du  premier  terme, 
me,  est  i,  toute  dérivée  de  H  est>i.  Donc  les  dérivées  de  F,  sont 

>/'H — j  et  celles  de  Fo  sont  <  /' ,   ce  qui  prouve  le  théorème 

pour  un  point  de  CH. 

Considérons  maintenant  un  point  de  H,  donc  un  |)oint  intérieur 
à  tous  les  ensembles  O/;.  On  a  d'abord 

00  " 
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l'.tl    «  itll^'  (jlHIlt  . 

'.  ■--  1 

Mais,  iiii  MQi-^in.-ij;»'  <1  Un  |M)ii)l  T  iiil<iiriir  .1  ()„.  <I>i^^O„)  esl  ideii- 
li(jin>  il  'I'  '  .  l'.ii  r()iiNi'(|(ifiit.  |iiii-i|in'  Ifs  liiiicdoDs  •!»  ri:  F  sotil 
niMi  iit-miln fs,  un  a,  an  Noisinaj^c  de  ce  |>i'int  I*, 

F,  1 -V  ,„,«■()/.  ),  I  -^  mieOir). 

*  =  1  A  =  l 

An  point  P.  (|ni  ol  inli'iicni' à  tini>  les  ();i,  la  (l(M"i\t''r  de  ///(eO*) 
csl  I  (juel  »|ne  soil  /.  ;  donc  celle  de  I',  esl  -f- x,  el  celle  de  Fa 
Csl  —  x.  Ainsi,  la  dérivée  de  l'\  esl  plus  i;ran«le  qne  f  supposé 
dillérenl  de  -j-  x,  et  celle  de  F^  e>l  |)lns  j)elite  «pn*  /  snpposé 
dillt-ient  de  —  x,  I^e  tliéorènie  esl  donc  exact  an-M  poni-  nn  |>oint 
<lf   II.  re  tpii  aeliève  la  démonsiratioii. 

Il  n»'  sfiait  pas  dillicile  Ai'  nionlier  tpi<'  lOn  peut  coniplcler  la 
delinilion  de  la  foml  iiMi  h.  de  ni. mit  ri-  «pu-  le  lluoirine  snUsisle 
(pian<l  r  varie  dans  loiii  ri'S|iace  tel  non  dans  A  borne  senlenienl). 
Mais  nous  ne  nous  airélerons  pas  à  faire  celle  dénionslralion  ('). 


4.  —  Fonction  aii^oi-i  mim   contim  k  h'im;  xviiiahi.i:  x. 
r'oNCTKiN  i)'i;Nsi:Miti.i-;  «ji  i.i.i.i:  hkiimt. 

/  I .  Position  de  la  question.  —  Soit  /"(  ./•  >  uni'  loin  1  ion  coiilinur 
de  j-  «lans  un  intciNalle  (  r/.  A).  Celle  loiiciion  de  point  dt'linil 
iininédialcnienl  (•<•  (pic  Ton  |)eiil  a|ip«der  uwc fonrlion  <l' intri-KolIr. 
I",n  (dlcl.  Noit  (a,  'il  nn  int<-r\allc  compris  dans  {ti,h\.  (îet  inler- 
\alle  «'si  iiii  rnscinlilc  ilr  |ioiiils  ipir  nous  dt-signerons  aussi  par  (>). 


(')  J'iii  ilélini,  pour  \,\  proinii-rr  fuis,  1rs  iiiiijurantr  cl  niinoranlc  il'iiitcgralc» 
Mm|il<-ft  (liini  iiKMi  Cimrs  il'Analyse,\  I,  j'  (-(iitioii,  ii|ii(|.  M.  Lelic>^(i(>  a  nin»i«l«^ré 
<lr«  iiiiijoriinte  cl  iiiiiioraiitr  liiiiU^Kriilcs  iniilliplcs  <liin>  son  Mi^ninirc  i\c>  Annules 
fte  l'I.rnlf  .\iit  nulle,  i<)io.  Je  Iriir  .n  «lomu"  \c>  imhiia  ilc  nuijoruntr  et  mimnanle 
iluri«  la  3'  (Million  <lii  Toiiir  I  de  mon  Cours,  i<|iS.  r.'r<it,  iluns  mon  McWiioire  dr$ 
'/'m  n  Mariions  0/  Ihr  nntriicun  nitilhvimilical  .Sitriely,  i<(i.').  qucjc  leur  «ii  donné. 
.1  nu  délai!  |»rc»,  I.1  (orme  plu*  pi<  >  isc  iju'cilc*  rnoivriit  ici. 
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Or  nous  pouvons  définir  une  fonction  />((o)  d'intervalle,  en  posant 

/)(cu)=/(^)-/(a). 

Celte  fonclion  p  est  addilive  jjour  deux,  donc  pour  plusieurs 
intervalles.  Cela  veut  dire  que  si  l'on  décompose  w  en  un  nombre 
limité  de  parties  conséculives  w',  co",  ...,  on  a 

/?  (  w  )  =  />  (  (o'  )  H-  />  (  m"  )+.... 

Cette  propriété  permet  d'étendre,  sans  ambiguïté,  la  définition 
de /j  à  tout  ensemble  c  formé  d'un  noml)re  fini  d'intervalles  non 
empiétants,  contenus  dans  (V/,  h).  On  définit/>(C)  comme  la  somme 
des  valeurs /?(to)  étendue  à  tous  les  intervalles  w  constitutifs  de  C. 

Nous  dirons  que  p{^)  est  une  fonction  absolument  continue  d'in- 
tervalle si />(C)  tend  vers  zéro  avec  mC^  quel  que  soit  l'ensemble  C 
(toujours  formé  d'un  nombre  fini  d'intervalles).  Si  p{C)  vérifie 
celte  condition,  nous  dirons  aussi,  avec  M.  Vitali,  que  la  fonclion 
de  point  initiale, /(x),  est  nne  fonction  absolument  continue  de  x. 

Nous  posons  alors  la  question  suivante  : 

Étant  donnée  une  fonction  absolument  continue  /(x),  ou^ 
ce  qui  revient  au  même^  une  fonction  additive  et  absolument 
continue  d' intervalle  ^  j^{C);  existe-t-il  une  fonction  absolument 
continue  d'ensemble  mesurable,  /^(E),  qui  coïncide  avec  p{C) 
sur  les  intervalles  ? 

Ce  problème  rentre  (hins  un  autre  plus  général,  f|ue  nous 
traiterons  au  Chapitre  suivant,  mais  celui-ci  se  résout  plus  simple- 
ment. La  réponse  est  affirmative  et  l'on  s'en  assure  aisément, 
comme  il  suit,  grâce  à  la  continuité  absolue. 

72.  Construction  de  la  fonction  d'ensemble.  —  Soit  E  un 
ensemble  mesurable.  Je  vais  d'abord  montrer  que  l'on  peut  définir 
un  ensemble  variable  C,  formé  d'un  nombre  fini  d'intervalles, 
satisfaisant  à  une  relation  de  la  forme 

(i)  E  +  ^1  =  £  H-  ^2, 

dans  laquelle  e,  et  Co  sont  deux  ensembles  de  mesure  infiniment 
petite.  En  efiet,  étant  mesurable,  E  est  contenu  dans  un  ensemble 
ouvert,   O,  de  mesure  infiniment  voisine  de  la  sienne,  que  nous 


-8  <  H  Ml  1  m.  V. 

itoiivoii»  ilonr  iinllrc  .s(iii>  l.i  lorrii»'  I",  4-t',.  JJ  .iiilic  piirl,  O  csl 
une  soiniuo  (l"iiil«T\;ilU's  ri  |iciil.  |»;ir  cfniNtMiiM-iil .  se  nu-ltre  aussi 
soiiH  la  forme  «L'  H- tfj,  fr  <|iii  jn^lilie  Li  iihilion  (i). 

Je  (lis  «|U«'.  les  inesiii-e^  «le  r,  el  «le  f-,  U'iul.iiil  \er>  zéro,  on  priil 
<l«'-linir /' '  K  )  par  la  fiirjimle 

l>(  V.  )  =  llm/*(  ^"  ). 

Il  laiil,  |ioiir  le  jii^lilirr.  |ii-t)ii\  «i' (|iil-  celle  liiiiile  e\isle.  A  eel 
eflel.  il  laul  moairer  (|iii-  si  IDii  considère  une  aiilie  relation 
analogue  à  (i), 

E-i-e-;  =  i"-T-e;, 

•  Lmin  liKHiclli'  r^  v{  <■',  »(»nl  aiis^i  de  nieMirc  iidlniiiienl  pelile,  les 
valeur>/'i  C'  )  v\.  p{C')  seKJiil   infini nienl  \  oisiiics. 

I*onr  olilenir  eelle  conclusion,  niuitiplicjns  cuIk-  elles  les  rela- 
tions (i)  et  (2),  nous  en  tirerons,  eu  désii^naul  |>ar  cj  et  e'^  de 
iiouve.iux  ensenililes  de  mesure  inliiiimciil  |Mtit(\ 

K  -+-  e\  =  ce  4-  ej. 

Les  mesures  de  »[",  *['  el  >I7'  sonl  inliniment  voisines  de  celles 
d«î  E,  donc  infiniuu-nt  ^oi^in«•s  entre  elles.  Mais  CC  est  somme 
d'un  nondue  lini  d  inlervaikts  ;  il  est  conlenu  dans  w"  et  aussi 
dans  v!  -.  iliinr  C  —  C<L''  el  C' — «LY'  >-onl  sommes  d  inicrv  alN-s  en 
nomlue  fini  el  sonl  de  mesure  inliniment  petite.  Donc  enlin,  à 
can?»e  de  la  continiiilt*  absolue  <'l  de  la  propro'-le  ;iddili\  e  sur  les 
intervalles,  les  Aciw  ipianlih'S 

/>iC  —  ce  )  -  p(C  )—p{CC'), 
p(  C  —  ce )  r=  p{C')  —pi  CC) 

sonl  iidiiiimi-Ml  pililr-  ri  yM  i  )  est  iidininxnl  \  oimii  dr />((1^'),  car 
tous  deux  sonl  intinimenl  \oisins  de  p{CC'\. 

Lu /(tfn'fio/i  /'(M),  ninsi  <li''finif,  rat  iihsnliinit'ut  c(nilinin\  car 
si  la  mesure  «le  \\  est  iidiniuuiit  pelilr.  rdle  de  v'  Test  aussi 
et /;(!•".  I  est  inliniincnl  p<|  il  a\  e»* /i^d' ). 

1.(1  fniitlioii  p{\'\\  est  (i'/(htt\'i'  pour  tii'u.r  rnsmililrs  V.  cf  l: 
S'ins  point  iitmmun .  Posons,  eu  ellel,  les  e  «'lanl  d»'  me>ure  inli- 

llllliciil    petite. 

E  •+-«!=  I  ;  4- e I  =s  c -♦- C|  ; 
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d'où,  en  imiltipliant  et  observanl  que  EE'  est  mil, 

Celle  relation  prouve  que  CC'  est  de  mesure  infiniment  petite. 
Ceci  établi,  nous  pouvons  écrire,  à  cause  de  la  propriété  addilive 
sur  les  inlervalles, 

p{L)-^ p(C')  =/)(o  -f-  C )  -+-p( CC); 

et,  à  la  limite, 

/?(E) +/j(E')  =/)(  E -1-E'). 

Donc  la  fonction  es/  addilive  pour  un  nombre Jini d'ensembles, 
mais  elle  le  reste  encore  pour  une  infinité  d' ensembles  sans 
point  eommun  deux  à  deux.  Soit,  en  effet, 

E  =  E,-+-  E2-1-. .  .==  (-El H-  E,-i-. . .+  E„)  -^  p„. 

Comme  mo„  tend  vers  zéro,  p{pn)  tend  aussi  vers  zéro  pour/?  :=  ce. 
Par  conséquent, 

p(E)  =  lim  [p(E,)^p(E,)^...---p(En)], 
ce  qui  est  la  propriété  addilive. 

73.  Nombres  dérivés  de /(.ri.  —  On  a\)\)e\\e  nombres  dérivés 
(\cf(x)  au  point  x  quatre  limites  qui  se  définissent  en  ce  point  au 
moyen  du  quo lient 

_/'(  X  ^  h  )  —f(T) 

'  7i     ' 

où  h  lend  vers  zéro. 

Les  nombres  dérivés  supérieur  et  inférieur  à  droite,  A  et  a, 
sont  les  plus  grande  et  plus  petite  limites  de  ce  quotient  quand  li 
est  infiniment  petit  positif;  \e?,  nombres  dérivés  supérieur  et  infé- 
rieur à  gauche,  A'  et  ).',  sont  les  limites  analogues  quand  h  est 
infiniment  petit  négatif.  Ce  sont  des  fonctions  de  x  mesurables  (B), 
car  ce  sont  les  limites  pour  h  =  o  du  quotient  indiqué  ci-dessus, 
C[ui  est  fonction  continue  de  x  et  du  paramètre  h  (n°  28).  Ces 
nombres,  parleur  définition  même,  sont  complètement  identicjues 
aux  dérivées  (ou  nombres  dérivés)  de  même  nom  (n°  oO)  de  la 
fonction  d'ensemble /?(e)  définie  au  moyen  def{x). 


8o  CHAIMIUK    V.  ^ 

Nous  i>l)lciions  liiinr  l;i  cuniliisinM  sin\.iiile  : 

(Jnr  forntidii  nlfiolunient  cft/i/i/iit(\f(x),  définit  une  foiution       I 
<7<Itiiti\r  fl    absolument    eontinue    «l'ensemble    mesuruble  qui 
iithiiet   les  mêmes   nombres  (léri\és  supérieur  et   injérirur,   à 
il  roi  te  et  à  ^.uiuc/te,  que  J  (j'  )■ 

Il  siiil  tic  lii  (|iii"  U'^  iIk'dii'iucs  i|iit'  iKHis  :i\  OMS  «'-taillis  [)r«H*édem- 
inenl  mii-  les  l(>ii(li(tii>  d  iiiscinldr  >t'  U;i(liii>»'iil  m  lliéorèmes 
corrcsponclanls  sur  It'S  foiu'lioiis  iibsoliiiiifiil  conlimies  d  une 
v.'iiiaMe  ./•.  N(»iis  ikmis  coiilenlerons  d'énoncer  le  suivant  : 

71.  Théorème.  —  I.u  rondilion  nécessaire  et  su  (lisante  pour 
au' un  nombre  <léri^'é.  A.  iV une  fonction  f\x)  soit  s*anmable 
dans  un  inteiKiille  (a.  Ai  c(  />our  (jue  Von  ait^  quel  <jue  soit  x 
dans  cet  inicis,  allr , 

f(x)—f{a)  =    /      A  t/.'- 
•^  Il 

est  que  la  fonction  /{x  )  soit  absolument  continue  diins  l'inter- 
valle {a,  b\  (  *). 

Cette  condition  est  ru-cessaire  puiscjnc  le  second  niendire  est  une 
fonction  al)Solninenl  continue.  Klle  est  suflisanle,  car.  si  l'on 
désigne  par  e  riiilcr\alle  («,  J"),  tdie  e>t  é(|uivalcrite  à  ICipialion 
connue  (  n"  (iS  i 

/,    ,■  \  ^    l  \  ,i.r. 


'■'<.         l'dNcrioN  An-()i.i  \ii;m   (  ontim  i-:  m:  i»i.i  \  vahiabi.ks  .r   kt  v. 

T.».  Position  de  la  question.  —  Siù[  f(x,  y  )  mu-  lunclion  con- 
tiniii'  de  ./•  et  (II-  V  dans  un  dnm.ime  U.  Nous  :illi)iis  montrer 
<-onini('tit  oM  peut  en  d('-dnirc  la  di-finil  khi  d  une  ftinction  addilive 
de  reclanj^les.  piio).  I)ési^iioiis  p;ii  <•)  le  iici.m^le  p.ii.dléle  aux 
a\CH,  ayant  !<•  point  (j:,^')  comme  somiiKi  de  plii>  |teiiles  ooor- 


(*)  Ce  ré^ullal  a  ét«^  obtenu,  sous  une  autre  rurnic,  par  M.  Lehesgue  dans  ses 
/.eront  *iir  l'intégration  (('uljrcliitn  ll'irrl,  i<|ori.  p  ijSj.  <',"rsi  M  Vilali  qui  a 
iji-iiiontré  pour  \n  prciiiiortr  fui^  le  llii^orciiic  sons  la  ftirnir  in(lii|néc  t<  i.  Voir  le 
Mi^niuire  cilé  (//.  Ave.  </.  Se.  di  7'orino,  i<.»o8). 
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données,  et  ayant  ses  côtés  de  longueurs  h  et  k.  Si  l'on  donne  w, 
on  peut  calculer  la  différence  seconde 

^V=f(^'  -^'>,y  +  ^'O  -/(^,  y  +  >^)  — /(--c  -^  h,  y)  ~\-f{x,  y). 
Celle-ci  est  donc  une  fonction  du  rectangle  w  et  l'on  peut  poser 

Cette  fonction /j  e'sladditive  pour  les  rectangles,  c'est-à-dire  que, 
si  l'on  partage  w  dans  la  somme  d'un  nombre  limité  de  rec- 
tangles to',  oj",  .  .  .,  on  a 

/?  (  OJ  )  =  /?(  oj'  )  +  /)('  w"  )  -1-  .  ... 

Il  suit  de  là  que  Ion  peut  définir,  sans  ambiguïté,  la  valeur  de 
la  fonction  p  sur  tout  ensemble  C  somme  d'un  nombre  fini  de 
rectangles.  On  posera  p{C)  égal  à  la  somme  des  valeurs /)(oj)  sur 
les  rectangles  composants  et  le  résultat  sera  le  même  pour  toutes 
les  décompositions  possibles  de  C. 

Si  p{C)  tend  vers  zéro  avec  niC^  la  fonction  est  absolument 
continue  et  la  fonction  initiale  /(x,  j')  est,  par  définition,  une 
fonction  absolument  continue  de  x  et  de  y.  Nous  nous  posons 
alors  la  même  question  que  dans  le  cas  d'une  seule  variable  : 

Etant  donnée  une  fonction  absolument  continue /(x,  y),  ou 
une  fonction  additive  et  absolument  continue  de  rectangle  p{C), 
existC't-il  une  fonction  additive  et  absolument  continue  d^ en- 
semble mesurable^  p{^)j  ^"*  coïncide  avec  p{^)  sur  les  rec- 
tangles? 

La  réponse  est  af(irmalive  (')  et  se  justifie  de  la  même  manière 
que  dans  le  cas  d'une  seule  variable.  En  effet,  à  tout  ensemble  E 
mesurable  on  peut  faire  correspondre  un  ensemble  tC,  somme  d'un 
nombre  fini  de  rectangles,  lié  à  E  par  la  forniule 

E  -)-  g]  =  »13  -+-  ^2- 

C'est  le  point  de  départ  de  la  démonstration  (n"  72)  et  il  est  inutile 
de  la  recommencer. 

(  '  )  Ce  résiiUal  est  encore  dû  à  M.  Lebesgue,  qui  l'a  obtenu  en  suivant  une 
marclie  inverse  de  la  notre  {Ann.  Éc.  Norm.^  igio).  Le  procédé  indi(]ué  ici  est 
celui  de  notre  Mémoire  des  Transactions  of  the  amer ican  niatlieniatical  Society, 
1915. 

V.  l^  '6 
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7(i.  Conclusion.  —  I^cs  lli/'oit-mes  .|in'  nous  avons  éluMis  sur 
l«'S  fiturti'Mis  «rriiscinhle  so  traduisent  dunr  encore  en  tliéorénies 
corn'spontlants  sur  la  loiiclion  /"i ./ .  i  .  lM<lii|uons  eetle  tran>l(jr- 
in;ili<>n  dans  le  cas  le  plus  siui|de. 

Soii  I  )f)  rnnc  des  dérivées  de  p.  .\iius  a\on>,  »iii  le  recian-^le  lo, 
défini  plus  liant, 

•    Ol 

Le  calcul  de  l)p  [)eul  se  faire  au  nioven  d'une  famille  de  rectangles, 
(i)',  avant  au  point  I*(j",  )')  leur  soniniel  de  plus  peliie-»  coordonnées, 
et  dont  les  côtés  //'  et  /r'  lendenl  vers  z<'-ro.  Mais,  |)oui-  (pie  la 
famille  soit  régulière,  il  faut  tpie  le  rapport  //':/.'  reste  compris 
entre  deux  nombres  posilils  lives  (non  nuls).  (  )n  peut  alors 
prendre  eomiue  dérivée  lJ/>  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  limite 
d(i  i|  ui)t  len  t 

p(i<)')  _  y- f 

//Mo'  A  /• 

où  la  dillerence  A'-  /"  est  relative  aux  accroissements  infiniment 
pelils  /<    et  /,'.  l/tMpialion  précédente  peut  alois  s  écrire 

..      y.f 


y/(.r,y)=  f  (wm^.yw. 


mais  A-  est  lel.ilif  i"i  //,  /.  il;oi^  le  preiniei'  inemhre  et  ;'i  //  ,  /,    dans  le 
second  (  '  ). 

Ceci  montre  cpie  les  dt'-i  i\ées  de  loiicl  ions  d'eiiseniMe  superficiel 
correspondeiii  ;i  des  dirivi'-es  secondiîs  de  lonclions  de  pumi.  (  )m 
voit  facih'iiieni  la  manière  cl'étendrc  celle  llit'one  à  I  esp.icc.  Les 
dérivées  de  fondions  d'cnsemlile  à  //  dimensions  eoiresjumdeiil  à 
des  dérivées  d'ordre  n  de  fonctions  de  point. 


(')  Co  lliéort^mc  a  été  donin'-,  sous  une  foriiie  diirérenli*.  p.ir  M.  \  il.ili  <I.mis   Io 
Mémoire  cilc  (//.  Ace.  d.  Se.  di  Torino,  njoK). 


CHAPITRE  VI. 

FONCTIONS  ADDITIVES  D'ENSEMBLE  NORMAL. 


1.  —  Théorèmes  généraux  sur  les  fonctions  additives  ('). 

77.  Famille  close  d'ensembles.  —  Nous  cliions  qu'une  famille 
d'ensembles  est  close  si  elle  contient  les  domaines  rectangulaires 
fermés  et  si  les  sommes,  différences  et  produits,  finis  ou  infinis, 
d'ensembles  de  cette  famille  appartiennent  encore  à  celle-ci.  Ainsi 
les  ensembles  mesurables  (B)  et  les  ensembles  mesurables  de 
Lebesgue  forment  des  familles  closes.  Toute  famille  close  contient 
nécessairement  tous  les  ensembles  mesurables  (  B),  car  ceux-ci  se 
déduisent  des  domaines  par  les  opérations  précédentes. 

Une  fonction  f{e)  est  une  fonction  d^ ensemble  dans  une 
famille  close  -f  si  elle  est  définie  sur  tous  les  ensembles  bornés  de  la 
famille  -i' . 

Une  fonction  d'ensemble  est  additive  (au  sens  complet)  dans 
une  famille  close  s  si  elle  est  additive  pour  un  nombre  fini  ou  une 
infinité  dénombrable  d'ensembles  non  empiétants  de  la  famille  'let 
contenus  dans  un  domaine  borné. 

Une  fonction  additive  est Jinie^  parhjpothèse,  sur  les  ensembles 
bornés  de  la  famille  ^,  car  l'addition  (ou  la  soustraction)  des  quan- 
tités infinies  n'a  pas  de  sens.  Mais  on  peut  aller  plus  loin,  comme 
le  montrent  les  théorèmes  du  numéro  suivant. 

78.  Propriétés  des  fonctions  additives  d'ensemble  dans  une 
famille  close.  —  ("  Une  fonction  fi^e)^  additive  dans  une  famille 
close,  est  bornée  sur  la  totalité  des  ensembles  de  la  famille  qui 


(')  Nous  précisons   ici   les  lliéorèmes   de  notre  Mémoire  des  Transactions  of 
the  american  mathemalœal  Society. 
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sont  contenus  dans  un  ensemble  horné  donné  <•,.  .^'o//^  dirons, 
en  (ihrt'^é.  </u'elie  est  Ixirnée  à  i  intérieur  de  <',. 

Je   \ais  «i'iiboril  monlier  (jiK*  >i/  ii'e^l   pas  humée  ;i  I  inlerieur 
fie  '  , .  on  peut  eoiisliluer  une  suile  illinni<'i'  J".  iistinliles 


leU  <pi  on  :iit.  cpicl  <|iic  ^«nl  //. 

|/(<-„  — e„^,)|>  I. 

A  rel  ellft.  p;irlaf;e<>ns  f,  eu  deux  pailles  e^  el  r,  —  e^'.  par 
livpollièse.  iioii>  jHiUNons,  en  faisant  varier  r-j.  faire  croître  autant 
(jue  UDMS  \nnl(tu>  le  uiodule  de  /{e^),  donc  aussi  celui  de 
/\e,  —  e.j)  (|ui  a  nue  vairui- eoniplénientair*- ;  nous  pouvons  donc 
les  rendre  lous  les  (\ei[\  à  la  fois  >  i.  Mais  il  v  a  au  moins  un  des 
deux  ensembles  <'.j  ou  e,  —  e.,  à  l'inlt'rieur  dncpiel  /n'est  pas  bornée, 
el  nous  pouvons  tlioi>>ir  la  noialion  de  iiiiuiHic  (pie  cet  ensemble 
soit  e-j-  Après  avoir  ainsi  défini  ('2,  nous  pou\ons  recommencer  le 
même  raisonncujenl  sur  e-2  pour  en  extraire  ^'3,  el  ainsi  de  suile. 
Les  ensendjies  e,,  t'j,  c':,,  ..  .  s.ilisfonl  aux  eondilions  proposées. 

Soil  e  1  ensend)le  <',  ^'oe, . . .  ;  nous  axons 

e,  =  C-+-  (c,  —  e,) -h  (ei—  ?,)-+-.  ..-+-(«„—  e„+i)-^. . . 

el    les  en^indde-s  e„  —  ^,/^i    n'enipièlrnl    pa^.    Il   111   r('-.ulle  cpie  la 
foiulmn    /   ne  pnit  être  addilive.  car  l.i  relatiuu 

/(«•i  )=/(*''  -»-./'<  e,  —  ej  )-+-..  .  i-/(  e„  —  e„+,  )  -f-.  .  . 

na   |ias   lieu,  la  st'-rie   (dnnl    le   leinie  ^f'néral   e^l  de  module  r>l) 
«•lanl  di\er^ente. 

:>"  l'ne  fonelion  f(e),  a'lditi\e  dans  une  famille  close  .»,  est 
la  dij/i'renre  fie  deux  fonctions  adflitives,  non  nèii^atives. 

I}|''Sl^n<l||s  p.ir  'i  (  e,  )  l.i  bm  ne  >ii  pii  leiiii"  de  /  1  »'  1  pour  l.i  l<il.ililé 
des  ensend)les  e•^e^  faisant  polie  dr  l,i  (aniille  .T.  ('.elle  Inutlion 
de  e^  v>\.  addilne  cl  non  ne^.itive,  <  lonnie  nous  I  a\uns  proii\é  au 
n-W^'j. 

(  '  )  I^  fait  (Ir  roii4i(ti'trr  l<i  f.iiiiillr  .7  au  lic-ii  dr  celle  de»  ciivciiililo  iiiCMU'ablrs 
nr  rliuiiKC  piiK  Ih  il<-tiioii»lru(ioii. 
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La  fonction  cp(e)  est  la  variation  positive  de /dans  e,  la  fonc- 
tion cp  — /  est  la  valeur  absolue  de  sa  variation  négative.  La 
fonction  /  elle-inénie  est  la  différence  de  ces  deux  fonctions,  à 
savoir 

/=cp-(o-/). 

Enfin  la  somme  2-^  —  /  est  la  variation  totale  <I>.  Les  deux 
fonctions  <ï>  dr/  sont  donc  non  négatives  et  <3>  est  =  |/|. 

3^  Si  un  ensemble  borné,  e,  est  limite  des  ensembles  e,,eo,  ..., 
6,1:  ••■  faisant  partie  cV  une  famille  close  dans  laquelle  la  fonc- 
tion f[e)  est  additive^  on  a 

Considérons  d'abord  deux  cas  particuliers  : 

i"  Si  e,  <<  eo-<  C3 ...,  le  théorème  revient  à  la  propriété  addilive, 
car  on  a 

/(e)=/(ei)-+-/(e->-ei)+/(e3— e2)-i-... 

=  /(^i)  +  [/(^2)  -/(^i)]  +  [/(e3)  -/(>2)]  +. . . 
=  lim/(e„)- 

2"  Si  6)  >- e2>- 63 . . .,  le  théorème  se  ramène  au  cas  précédent 
par  les  complémentaires. 

Passons  au  cas  général.  Il  suffit,  en  vertu  du  théorème  précé- 
dent, de  faire  la  démonstration  pour  une  fonction  non  négative.  Si 
l'ensemble  e  est  limite  unique  de  e,,  eo,  ...,  on  a 

e  =  h'm  (e,t,-+-  e„+i-+-.  .  .)  =  lim  (e„e„4-i  .  . .). 

Ces  deux  limites  rentrent  respectivement  dans  chacun  des  deux 
cas  particuliers  précédents.  11  vient  ainsi 

f(e)  =  lim/(e„-f-e„4-i -+-•••)  =  l'fn/^«n), 
/(e)  =  i;m/(e„       c+i      .  .  .)  ^  Hm/(  e„), 

ce  qui  prouve  le  théorème. 

79.  Ensembles  normaux.  —  Soit/(e)  une  fonction  additive  dans 
une  famille  close  #.  Nous  définissons  les  ensembles  normaux  de 
la  manière  suivante  : 


8C  CHAPITHK   VI. 

L'n  enscmlilf  K  de  la  famille  J  esl  //o/-m«/ i<'lali\tnicnl  à /si, 
qin'l  (jiie  soit  £  positif  (lonin',  on  peut  assif;ner  un  ensemble 
(iin.il  0>Ecl  lin  ennemi. le  fermé  I  '  <  E.  tels  (|iie  les  condi- 
tions O  >  E'>  K  >  K  entraînent  la  rclalion 

(,;  |/(K'-E')|-.e. 

Dans  celte  dénnition.  nous  considérons  exclusivement  les  en- 
seml)les  de  la  famille  ^. 

Il  y  a  lieu  d'oliserver  (|ue  les  lelalions 

I/(0-E)|<£.         |/(E-F)|<£ 

sont  des  cas  particuliers  (et  non  des  cas  limites  )  de  la  précédente 
(tout  ensemble  se  contenant  lui-même). 

i"  Si  \i  est  normal,  son  complcmenUiii c  /mr  niiijioi  t  à  un 
(lonutine  home,  CE,  l'est  aussi. 

P2n  ellel,  CO  est  un  ensemble  fermé  <  CE,  CF  est  ouvert 
et  >  CE;  et  l'on  a 

CF  >  CK*>  Cl':'>  CO,        CE'—  CE'=  E'-  E', 

et  récipro(|iieiiiciil. 

2°  Si  E  est  /lo/nial  relativement  à  la  variatio/t  totale  ^\ule  f, 
E  est  normal  aussi />ar  rapport  à  /. 

Vax  edél,  <l»  est  ^|/|;  donc,  si  la  relation  (i)  est  veiiliée  p.ir  <l>, 
elle  est  \é'ri(ié-e  a  fortiori  |)ar  f. 

La  récipro(pie  est  vraie;  elle  est  conleniir  d;iiis  je  liuMMème 
sui\  aiil  : 

3"  Si  \']  est  normal  relatiiement  à  /,  1'^  ^'5/  encore  normal 
relatii-ement  au.r  x^ariations  jiositive,  lu'^ativ'e  et  totale  de  f. 

Il  MiKil  de  prouver  ce  llM-orème  pour  la  \arialion  posili\e  c;.  Or 
je  dis  (pie  si  la  eoiidition  (  i  )  n  lieu  yuur  f.  elle  a  lieu  au>«i  pour  ç. 
En  ellet.  Mut  e  un  en>emble  \ari.dilr  dnis  \'J — E";  <»n  a.  par  déli- 
nitioii.  puis  p.ir  1.1  eiindilicui  (i), 

^(li' —  M' )=  hmnef^e)  =  b«Mnc/(r  -+-  K'  —  K' 

car  (6  -4-  E')  est  assujetti  aux  méiiics  condil  nuis  «pie  10'. 
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Il  suit  des  deux  théorèmes  précédents  qu'il  suffit  de  considérer 
les  ensemljles  normaux  relativement  à  une  fonction  non  négative. 

Si  f  est  non  négative,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  E  soit  normal  se  simplifie.  11  suffit,  en  eflet,  que  l'on  puisse, 
quel  que  soit  e,  assigner  deux  ensembles  O  ^  E  et  E-<  E,  tels  que 
l'on  ait 

(2)  /(0-F)<£, 

car  cette  condition  entraîne  a  fortiori  la  relation  (i). 

80.  Théorème.  —  Les  ensembles  normaux  [relativement  à  f) 
constituent  une  famille  close.  Ainsi,  tous  les  ensembles  mesu- 
rables (B)  sont  normaux. 

Nous  pouvons,  dans  la  démonstration,  supposer  y  non  négative. 

Il  faut  d'abord  prouver  que  les  sommes,  différences  et  produits 
d'ensembles  normaux  sont  normaux;  mais  il  suffit  de  considérer 
l'addition,  car  les  autres  opérations  s'y  ramènent  par  les  com- 
plémentaires. 

Soient  E|,  Eo,  . . .  des  ensembles  normaux,  E  leur  somme  (finie 
ou  infinie),  £,  +  Î2+---  une  série  positive  de  somme  <£•  Je  dis 
que  E  est  normal. 

En  effet,  pour  chaque  indice,  nous  pouvons  réaliser  la  condi- 
tion (2)  sous  la  forme 


/(0.-F„)<s„, 
Posons 

0„>E„>F„. 
H  =  Fi+F2-+-. 

nous  aurons 

0>E>H,         0-H<(Oi 

-F,)  +  (0,-F 

F.,)-t-.... 

Par  conséquent,  /'étant  non  négative  et  additive, 

/(0-H)^/(0,-FO+/(0,-F,)4-...<£i+£-2  +  ...<£. 

Si  la  somme  est  finie,  O  est  ouvert  et  H  fermé;  E  est  normal.  Si 
la  somme  est  infinie,  O  est  encore  ouvert,  mais  peut-être  que  H 
n'est  pas  fermé.  Mais  H  est  somme  d'ensembles  fermés,  donc 
limite  d'un  ensemble  fermé  F  qui  est  <  II  <  E.  Nous  pou- 
vons supposer  F   suffisamment  voisin  de  II,   et  ainsi  (n*'  78,   3") 


gg  )  IIM'ITItl     M. 

y(0  —  F)  siiffisammcnl  voisin  i\e  J\0 —  H),  pcuir  :ivoir  encore 
/{O  —  F  )  <C  £.  c^  lu  conclusion  subsiste. 

Nous  Jivons  fail  entrer  dans  la  délinition  «lune  famille  close  la 
condition  de  conl<nir  les  (Idtnaines  fermés.  Il  reste  donc  encore  ù 
i)rou>er  (ju'un  domaine  rectaii}^ulaire  ferm*'*  1''  est  normal  relati- 
vement il/,  non  nrfiative.  Ceci  est  imint-dial,  I''  est  intérieur  à  un 
domaine  ouvert  O  >■  I"'  «(ni  ;i  pnnr  limite  F;  et,  dans  ce  cas,  la 
diflérence 

/•,  0)-/.  Fi  ^  y.  o—  V) 

a  pour  limiti;  /cru  (  ii  78,  ■>').  <  >ii  |icni  donc  ceiiainemcnt 
choisir  C)  de  nianière  à  \éri(ier  la  conditicjn  \  :>.)  du  numéro  pré- 
cédent. 

La  fonction  fie),  considérée  exclusivement  dans  la  famille 
close  d<'s  ensemiiles  nrtrmanx  c  c^l  une  fonction  additi^'C  fi'en- 
senible  normal. 

SI.  Théorème.  —  Une  fonction  atlditive  d'ensemh/c  normal 
rst  com/jlrtrment  dr finie  par  les  valeurs  (ju  elle  prend  sur  les 
domaines  rectiingulaires  [sur  les  inlenalles  dans  le  cas 
linéaire). 

Je  dis  d  ahnnl  «pic  si  une  telle  limi|i«)n  s  annule  >nr  les  domaines, 
elle  s'annule  >ui-  IdmI  cn--(  inlile  n(Minal.  Fn  cllel.  elle  >>  annule  sur 
les  eiisend)lcs  on\«rts  («pu  st)nl  sommes  de  domaines)  et  sur  les 
enseniMes  !•' («pu  sont  leurs  c«)mplemenlalres')  ;  donc  elle  >'annule 
Mir  un  ensemltle  nurmal  j'I  ;  car.  par  suite  de  la  didinition,  on  pcnl 
(aire  varier  <)  «  I  T  «le  manière  (pie/(0)  et/(  F  I  tendent  vers/(E). 

Maintenanl,  il  a|»paraîl  imiiK-diatenient  (|ue  deux  fonctions  y, 
ety^.  (pii  ont  les  mêmes  \aleiiis  sur  les  «lomaines  coïncident  sur  les 
enscniMcs  n<iriii.inx  c«)mmiiiis,  eu  li  ni  (liUVrencc  /,  —  /.j  est 
une  lonelion  d  ensemhle  normal  «pu  s  .iiinnle  sur  les  (liiin.nnes  et. 
par  e(»nsi'-fjuenl.  sur  les  ensemhles  normaux. 

Appli«pionN  ces  coiisidt'riitMMis  j  \a  //usure  tics  e/tst'//ildts.  Les 
ensemides  mesurables  forment  une  famille  normale;  la  mesure 
donnt'e  sur  les  domaines  est  <lonc  dédinie  sur  les  ens(*mldes 
mesurahU's  [^\\)  par  la  seule  «-ondillon  dt'lre  a«ldili\e.  el  sur  les 
autres,    par   la    («indilion  «lèlie    une   loiii  lion   d'eiiseinMc   iioiinal. 
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Celle  condilion  peut  remplacer  celle  d'èlre  non  négalive  admise 
au  Cliapllre  II. 

82.  Fonction  d'ensemble  continue,  discontinue.  Fonction  des 
Sauts.  —  Nous  allons  considérer  désormais  une  lonclion  additive 
d'ensemble  normal,  f{<^')-  L^  famille  3"  des  ensembles  normaux 
est  donc  une  famille  close,  qui  contient  toujours  celle  des  en- 
sembles mesurables  (B).  Rien  n'empêcbe  d'admettre  qu'elle  se 
réduise  à  celle-là. 

Une  fonction  f{e)  d'ensemble  normal  est  continue  dans  un 
domaine  borné  A,  si  elle  lend  vers  zéro  avec  le  diamètre  de  e  sup- 
posé <  A  ;  elle  est  absolument  continue  si  elle  tend  vers  zéro  avec 
la  mesure  de  e  supposé  mesurable.  Une  fonction  qui  n'est  pas 
continue  est  discontinue. 

Nous  allons  montrer  qu'une  fonclion  discontinue  est  la  somme 
d'une  fonclion  continue  et  d'une  fonction  discontinue  de  nature 
très  simple. 

Considérons  d'abord  une  fonction /"(e)  non  négative.  Soit  P  un 
point;  désignons  par  w  un  domaine  rectangulaire  de  centre  P  (un 
intervalle,  dans  le  cas  linéaire).  Si  /(w)  tend  vers  zéro  avec  le 
diamètre  de  co,  la  fonction  /  est  continue  au  point  P;  dans  le  cas 
contraire,  le  point  P  étant  l'ensemble  limite  de  w,  on  a 

lim/(to)=/(P) 

et  la  fonclion  d'ensemble  n'est  pas  nulle  sur  le  point  P.  Dans  ce 
cas,  P  est  \\\\ point  de  discontinuité. 

L'ensemble  des  points  de  discontinuité  est  dénombrable.  En 
ertet,  dans  un  domaine  borné  A,  on  peut  dénombrer  les  points  P 
de  discontinuité  par  l'ordre  de  grandevir  de  /(P),  car  il  n'y  a  qu'un 
nombre  limité  de  points  où  /(P)  est  >>  i.  [sinon  /(A)  serait 
infini]. 

SoitD  l'ensemble  dénombrable  des  points  de  discontinuité.  Nous 
pouvons  écrire 

/(e)=/(eD)4-[/(e)-/(^D)]. 

Nous  avons  ainsi  décomposé  f{e)  dans  une  fonction  continue 
/(e) — /(<?D)    et  une    fonction  /(eD)  qui   est  nulle   bors  d'un 


yo  cilAl'ITlii;  VI. 

enseinitle  th'uoiulMaliU'.    Non--  dirons  i\ur  /{cV))  est  \i\  fonction 
(les  sauts,  tl'a|)rf'>  iiiif  Kx  ulidii  a(l()|it<<'  jiar  M.  I.ehesgue  (  '  )• 

(^onsiiléroiis  inainlt'nanl  une  funclion  (|Uflcon(jue  /"  (|ni  peni 
changer  tie  si^ne.  Cesl  la  tliirérence,  f^ — f.,^  de  deux  fonctions 
non  né};atives.  aux(|uelles  s'a|)pli(|ne  la  décon»|>osilion  précrdenlr. 
Soient  D(  cl  1);^  Ic^  tnscndilc»»  diiioinluaMcs  de  jioinls  de  discon- 
tinuité de  /,  cl  de  y'j  cl  I)  leur  xunnic.  La  lonclion  considcréc  y 
r'st  la  soMiine  d'une  lonction  continue  et  iVunv  fonftion  (h'S  snitts 
y^(eD).  (>elle-ci  ol  la  »ouiMie  de  deux  (<tiieli(iMS  de  saut>  de  Mf;nes 
conlraiies  : 

/,<'D)=/(eD,)-H/(cL),). 

Si  on  laisse  de  côli'  la  fonction  des  sauts,  dont  il  n'v  a  rien  de 
plus  à  dire,  l'étude  d  une  lonclion  addilivcse  ramène  à  celle  d'une 
fonction  continue  cl  additixe.  .\oii-<  allons  fiiin-  d  abord  celle  «'-tude 
|>onr  le>;  louchons  d'cnsendile  linéaire. 


2.  —  DriiivvTioN  ni:s  fonctions  continves  et  adiutives 

DIINSEMBI.K    I.INKAIRE   NOHMAI.  {  -  ). 

83.  Nombres  dérivés.  —  La  ilK'orie  «le  la  di'iivalion  (sur  un 
réseau)  des  fonclious  denseinlile  spatial,  (pii  sera  exposée  plus 
loin,  s'a|>pli(pie .  eu  particulier,  aux  lonclions  d'ensemble 
linéaire.  Mais  rc^  fonclioiis-ci  joui'^^ciil  de  proprii-li-s  ipii  l<'ur  sont 
propres  cl  <pii  ne  se  ^''néraliscnl  |i.i-..  ,  i  ICn  penI  en  faire  une 
llit-oiie  ;'i  pari  plii^  pri'cise  cl  plus  satislai»;mie  (pie  laulie.  ('elle 
théorie  se  fonde  sui'  la  considération  des  noinlncs  d('ri\es  à  diHiite 
el  à  gauche  dont  nous  avons  d*'-|à  donné  la  dé-linition  (  n"  .'lO  i. 

Soil  y(e)  une  lonclion  conlnuie  addilne  il  euseinhlc  iiurnial 
linéaire.  Si  nous  d»''sij;nons  jtar  (o  I  intervalle  (r/,  x)  variable 
avec  .r.  les  nond)res  d(''riv<'s  de  /  au  poinl  r  ■^onl  ceux  de  la  f(»nc- 
tion  continue  de  ./• 

Nousiivons  déjà   fliidii-   ceux-ci  (u'  Tii.    Les  nonihrcs  t/rrivi'S 


(')  Annales  tcit'nti/ii/ue$  (le  l'École  Aormale  supérieure,  içjio. 

(')  t>«  rrsulc.ils  on!  «'-U'  inili<|iiés  dans  iinirc  Mrinuirc  «le»  J'raiisdc lions  o/  the 
(tmerican  mat/irmatirat  Soriitw  \io\-  Mniiiliruins  i<i  l<s  .!•  nniii^i  i.iIkhis  cl 
généruli»uni  le»  r<:»ult.it<' . 
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supérieur  et  inférieur  à  droite  se  désignent  par  A  et  À,  les  nombres 
dérivés  supérieur  et  inférieur  à  gauche  par  A'  et  )/  et  nous 
savons  (n"  73)  que  ces  nombres  sont  des  fonctions  de  x  mesu- 
rables (B).  S'ils  sont  égaux  au  point  x,  nous  dirons  que /(e)  a 
une  dérivée  (unique)  en  ce  point. 

84.  Lemme.  —  Si  l'un  des  nombres  dérivés  de  la  fonction 
continue  f[e),  par  exemple  A,  est  positif  en  chaque  point  d' un 
intervalle  0,  on  a 

f(^)>o. 

Si  A  était  négatif,  /(O)  le  serait  aussi  ('  ). 

Je  vais  d'abord  prouver  (|ue  si  A  est  >>  o  partout, /(O)  n'est  pas 
négatif. 

Soient  a  et  b  les  extrémités  de  Q,  et  x  un  point  intermédiaire 
variable.  Désignons  par  to  l'intervalle  (a,  x).  Si  f{^'i)  était  -<  o, 
y(w),  qui  tend  \ersf(ù)  quand  x  tend  vers  b  (à  cause  de  la  con- 
tinuité), serait  aussi  négatif  pour  x  voisin  de  b.  Soit  donc  H  <C  ^ 
la  borne  supérieure  des  valeurs  de  x^a  pour  lesquelles /"(lo)  n'est 
pas  négatif.  Pour  x  =  ^,  on  aura/(w)  =  o  (à  cause  de  la  conti- 
nuité). Je  dis  que,  contrairement  à  l'hypothèse,  A  ne  sera  pas 
positif  au  point  q.  En  effet,  soit  w'  un  intervalle  infiniment 
petit  ayant  pour  origine  gauche  le  point  ;;  on  a,  par  définition 

de  l 

/(  oj  -h  oj' )  = /(  lo' )<  o  ; 

donc  A  serait  ^o  au  point  ç. 

Ce  raisonnement  s'applique  à  tout  intervalle  a  contenu  dans  ù, 
donc  f{a)  est  ^o.  Si  /"(O)  était  nul,  la  fonction  devrait  s'annuler 
sur  tout  intervalle  partiel  (à  cause  de  la  propriété  additive)  et  A 
serait  nul  partout.  Donc  /(û)  est  positif. 

8o.  Théorème  I.  —  Si  l'un  des  nombres  dérivés  de  f(e),  par 
exemple  \,  est  positif  en  tout  point  d'un  ensemble  normal  E. 

on  a 

/(E)^o. 

(')  Il  esl  impoilaiil  d'observer  que  ce  lemme  suppose  la  conlinuitc  de  /, 
tandis  que  le  théorème  analogue  pour  la  dérivée  sur  un  réseau  (n»  56)  ne  la 
suppose  pas. 


91  CIIArMTHK    VI. 

J.(i  rehilion  rlKinucniit  (\'i<leninicnt  de  sens  si  A  rtnit  né  fixatif. 

On  jieiil  su|»|)()sei-  \L  leriiK',  car,  E  éUinl  normal.  y'(  E)  est  liniil» 
lie  la  valeur  île  y  sur  un  ensenihle  fermé  convenable,  1",  «onlenu 
dans  E  (n"  79),  d  il  ■-iillil  de  piouvci   le  liiéurème  pour  1\ 

Dans  (•ell<'  livpollirse,  (lt'si;^n(ins  ])ar  •!'  la  \arialion  Intale  il»- y 
et  luriu(uis  la  fonclion 

^( e)  =  f( e)  -^  ^'{c .CV.)  ^  m{e .CE). 

Je  (liï>  <|uc  'l  a  son  noiiihre  iléri\é  (d'espèce  A)  partout  |)osilif, 
dans  E  couinie  dans  CE  :  il'abord  dans  E,  car,  <I>  (•lniil  ^o,  ce 
nombre  est  au  moins  ("yal  à  celui  de  y";  ensuite  dans  CE,  car  tout 
point  P  de  (>E  (ouvert)  e^t  un  point  intérieur,  au  \ni-iinage 
duquel  'l  se  réduit  à  la  fonction 

fie)  -r-  ^^{e )  -f-  me. 

dont  la  di'rivée  est  au  moins  éi;ale  à  i,  cary^-i-U>  est  non  né;:alif  et 
la  dérivée  de  iiir  fsl   i . 

Donc  '^(to)  est  >o  sur  tout  intervalle  (o,  en  vertu  du  lemme 
précédent;  donc  aussi  sur  tout  ensendjie  ouvert  O,  car  c'est  une 
somme  ilintervalles;  donc  •}(E)  est  ^o,  car  c'est  la  limite  de  6 
sur  un  ensemble  variable  ()  con\cnable  (n"  79).  Nous  obtenons 
ainsi 

8(i.  Théorème  II.  —  Lci  /la/nh/cs  dcri\cs  de  /{cj  sont  som- 
mahles  si/r  tout  ensemble,  e,  normal  et  mesurable. 

Il  Niilhi  lit'  «  (ni>i(l<i  rr  une  lomiioii  non  n('i;ali\e.  car  /  est  la 
dilb'-rcncc  (le  deux  lon<l  ions  ro////// //</.%  non  n(''i;ati\  es,  ce  (|ui  se 
prouve  exactement  comme  au  n"  iS. 

Soit  A  (non  ne^at iTl  1  un  des  noud)re>  dérivés  de  /  supposée  non 
négative.  l)é'sij;n(Uis  pai  A„  une  fonction  é^;ale  à  A  ou  à  //  selon  que  A 
est  inféro'ur  ou  non  a  //  :  Im mon^  i.i  umiorante  d«'  /  \„d.r.  et  consi- 
d"  I  oiis  l.i  d  illcreiice 

/(  i)  —  mi  II    /    \„  (l.r. 

.Son  noiiibie  deiiv  ('•  (  tl  es|M''ce  .\  )  est  pjitoul  positif,  doiu'  cette 
fonelion  est  posiii\«' (  n"  H.'i  l.    j-aisuns  lenilic  la  niiuoianle  vers  sa 
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limite  ;  il  vient 

Donc,  cette  intégrale  est  bornée  quel  que  soit  /i,  et  A  est  sommable 
sur  e. 

87.   Théorème  III.  —  Si  V un  des  Jiombres  dérivés  de  f{e)^par 
exemple  A,  est  fini  sur  e  normal  et  mesurable,  on  a 


Ae>=f. 


\  dx. 


Formons  les  majorante  et  minorante  de  cette  intégrale  et  consi- 
dérons les  deux  différences  : 


/(e)  —  maj  j   A  dx,         f(e)  —  min  j  A 


dx: 


leurs  nombres  dérivés  (d'espèce  A),  donc  les  fonctions  elles-mêmes 
(n"8o),  sont  nuls  ou  désignes  contraires.  Il  s'ensuit  que  ./(e)  est 
intermédiaire  entre  les  minorante  et  majorante,  égale  donc  à  leur 
commune  limite,  l'intégrale. 

88.  Théorème  IV.  —  Soient  E,  [^ensemble  des  points  où  f(e) 
a  une  dérivée  (unique)  infinie  positive,  Ea  celui  où  la  dérivée 
est  infinie  négative,  E  leur  somme.  On  a,  quel  que  soit  le 
nombre  dérivé  considéré  A  de  j\  sur  tout  e  normal  et  mesu- 
rable, 

(1)  /(e)=/(eE,)+/(eE,)+   Ç  Xdx. 

*-  e 

On  peut  aussi  écrire 

(2)  /(g)=/(eE)-+-  ^ Xdx. 

Soit  H  l'ensemble  des  points  où  A  est  fini.  On  a,  par  le  tliéorème 
précédent,  en  observant  que  GH  est  de  mesure  nulle  parce  que  A 
est  sommable  (n"  86), 

/(ell)  =   /    \dx  =  f  \dx; 

"^e  II  ^e 

par  conséquent, 

f{e)=f{e\l)-^-f{cA:\\)=f{e.CH)+J\dx. 


<»i  niAlMTKK    VI. 

il  faiil  (loue  |)ri>ii\cr  (|iu'  /*(<'. Cil  )  se  rôiliiil  à 

<»ll,   Vf  (|lll   ••«•l    |;|    IlHMlli'  ('IloSf'.   (|ll  On  :i 

/[«r(CH-K)J  =  o. 

\  ici  elîVl,  on  i-ennir(|iii-  (juCn  I(»mI  |ii)inl  «le  (Al  —  E  il  v  a  : 
suit  an  moins  nn  nonihic  tléiiv(''  liai,  suil  deux  nombres  dérivt's 
infinis  (Je  si::nes  conlrjiires.  L'ensemble  et  CI!  —  K)  se  décompose 
donc  en  nu  nnMilnc  liinih-  d  iiiiiies  ensembles  (de  mesnre  nulle) 
salisfaisanL  à  l'une  des  deuv  conditions  suivantes  :  i"  nn  même 
nombre  (b'-rivé  an  moins  est  fini,  aiifjiiel  c.is  /  s'annule  par  le 
llii-oirnic  III;  :>."  nn  nombre  ilcnvc  ot  |»;irloul  positif  et  un 
;iulre  pailoul  iiéi;alil.  ancpnl  ras  /  >  aniinle  pai-  le  tliéoiènie  I. 
(  )n  en  eoiuliil  (pie  /  ^  aniinl<'  -iir  l.i  somme,  t'(  CH  —  E  ),  de  lou> 
<■('■<  cn'icni  Mes. 

^51).  Ensemble  des  singularités.  —  L'ensembb»  E  des  points  où 
/{e)  a  une  dériv(''e  uni(pi(;  iiilinic  est  Vcnsemble  des  singitlo- 
rilés.  La  fonction,  conlinue  et  addiiive, 

/(eE)=/(eE,)^/(€-E,) 

est  la  fonction  des  sin<:iihiritt's  (  '  ».  Elle  |M(iid  loules  ses  valeurs 
■«ur  I  ciiscmbli'  1^  de  mesure  nulle  cl  s'annule  ailleurs.  Nous  dirons 
<pie  c'est  une  fonction  singulière.  Les  fonetionsy(eE,  )  et  f^eVi-j), 
l'une  non  n(''f;ative  el  l'autre  non  positive  (par  le  lliéorème  I), 
«ont  >(>>  \aiialions  |)Osilive  et  nt''>îali\ c 

I  .Il  fiinelian  dis  sin  iruhiritrs  a  une  <lci  ivce  nulle  juesiiue  jmr- 
iiiul.  et  fie)  a  i>res(/ue  i>in  tniil  pnur  ilérivée  \. 

I",ii  cllcl .  on  lin-  de  la  I or  nulle  (  -j.  )  du  n"  (SS 
fie?:)  =/(<?)        /a  ,/./•. 

l'ar  coUî^iMpicnl .  eu  tout  point  où  cclli'  dernu-re  int(''f;rale  a  pour 
ilérivée  A  (donc  prescjue  partout  i,  b-  nombre  d(''iiv('  (d'esp(''ce  A^ 
i\e  ficV..)  csl  nul.  Celle  concdiision  •- ap|>bipic  aux   (juilrc  noin- 


(')  Cet  Icriiies  «ont  dus  A  M.  Lcbesguc  (Ann.  Éc.  Aorm.,  1910). 
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bres  dérivés  de  /"(eE),  donc  ils  s'annulent  simultanémcnL  presque 
partout  et  la  dérivée  âef(eE)  est  alors  nulle.  Enfin  la  formule  [-à) 
montre  qu'en  lous  ces  mêmes  points  fie)  a  pour  dérivée  A. 

90.  Théorème.  —  La  fonction  f  ne  peut  se  décomposer  que 
dune  seule  manière  en  la  somme  d'une  intégrale  et  d'une 
fonction  singulière. 

En  etlet,  supposons  que  deux  ensembles  singuliers  (donc  de 
mesure  nulle),  E  et  E',  satisfassent,  quel  que  soit  e,  à  une  relation 
de  la  forme 

/(eE)+^Af/.r=/(eE')4-  f  \, 


dx. 


On  peut  j  remplacer  e  p;ir  f  E  +  eE',  et  elle  se  réduit  à 

/(eE)=/(>E'). 

Donc  les  intégiales  aussi  sont  les  mêmes. 

91.  Dérivées  quelconques.  —  A|)pliquons  le  tbéorème  précé- 
dent aux  fonctions  f  {e)  —  /"(eE,)  et  /(e) — /"(cEo),  dont  la 
décomposition  se  hre  de  la  formule  (i)  du  n"  88.  Nous  voyons 
qu'elles  ont  respectivement  comme  fonctions  des  singularités 
/(eEj)  et  /(eE|  ).  Donc  les  dérivées  de  /"(eE,  )  et  de  /((jEo)  sont 
nulles  (et  nulles  simultanément)  presque  partout.  Dans  ce  cas,  leurs 
dérivées  symétriques  (n°  49)  sont  nulles  aussi  et  alors,  comme  on  le 
sait  (n°  ol  ),  les  dérivées  sont  encore  nulles  quand  on  les  définit  |)ar 
n'importe  quelle  famille  régulière  d'ensembles.  Cette  conclusion 
s'étend  à  la  somme  y"(eE)  des  deux  fonctions,  d'où  le  théorème 
suivant  : 

La  fonction  singulière  a  pour  dérivée  o,  et  la  fonction  f(^e) 
pour  dérivée  A  presque  partout^  la  définition  de  la  dérivée 
restant  arbitraire. 

92.  Variation  totale.  —  La  formule  (i)  du  n°88  met  en  évidence 
que  /(e)  est  >o  sur  les  ensembles  où  A  est  ^o  et  inversement. 
Donc  la  variation  totale  <I>  de  /  a  pour  expression 

^{e)=^f{eE,)~f{eE^)^  f\\\dx. 

Elle  a  ])our  dérivée  |  A  |  presque  partout. 


<»6  (  Il  vi'iiiii:   w 


.'{.  —  Fonctions  aiiditivks  u'knskiidi.h  spatiai.  xohmai.. 
DKRiVArioN  srn  in  hkskai'  <  '  ■. 

93.  Préliminaire.  —  l.ii  nolion  de-,  nombres  dérivés  à  droile  el  à 
yaiicln-  lu-  s'f'iciid  j>as;i  l'espace.  l'utir  |^én<'*raliser  les  résultats  qui 
précèilenl,  il  faut  coiisidé-rer  les  ilérivées  sur  un  rt-seaii.  La  théorie 
<|iii'  MOUS  allons  e\|»osfr  pour  le  cas  général  s  applnpic.  en  itarti- 
eulier.  aux  ensen)lJle^  linéaires.  I*,lle  est  un  peu  inoin!»  précise  <pie 
la  précédente,  mais,  jiai"  contre,  clic  ne  suppose  pas  la  conlinuili- 
de  la  fonction. 

Soit  /(e)  une  foiichnn  adililive  d'ensemlde  noinial  dans  un 
espace  <piel<'oii(pic  :  celle  lonction  est  continue  ou  non.  IS'ous 
allons  considérer  ses  dt-rivées  sur  un /r'5^</// K  (  n"  *i  1 1.  Nous  rap- 
pellerons (pie  le  léseau  se  compose  île  i;iillaj;es  s|i|i(rposés  ()',, 
(l'a-  ••••,  {{il'  •••  ci  un  j;rillage  (j'„.  de  mailles  (■>„.  l)eii\  mailles 
contij^uës  sont  sans  point  commun,  et  deux  mailles  (|ui  ont  un 
point  commun  sont  emljoîlées.  I^n  chaque  point  1*.  la  lonction  /'(<') 
a  une  déii\ée  supérieure  el  une  dérivée  inférieure  el  ce  sont  des 
foiKtioiis    mesurables   (B)   du    |)oint    I*.    ^ious    i-e|irésenterons    ici 

I  une  ou  l'autre  dérivée  par  \)V\ 

ÎU.  Théorème  I.  —  Si\)fcs/  >.otv/  (nul  ji<,ini  ,l' un  i  nscmhle 
nurnuil  |-,.  (ifi  (I 

/(K)èo, 

l.ini'i^^dliir  sf  /r/ivrrsrrail  si  V)f<'f<tit  it("^nlif. 

Nous  pouvons  assigner  un  ensend)le  ouvert  O  >-E,  tel  (|ue  /"(K') 
soil  toujours  aussi  \oisin  (pi'oii  \eut  dey(K)  sous  la  condition 
(  )  ^  IC  >  I''  (n"  1W\.  Mais  ii(»(is  pouvons  satisfaire  à  celle  condi- 
lioii  pu  un  eusciiililu  I'.',  soiiiiiie  de  iii.iilie^  du  ii-seau  siir 
lesfpielles    /est  positif  (  n"  «)0),  autpiel  cas  /  (  IC  )  S  eia  a  il '•si   posilil . 

II  Vient  (ionc,  à  la  limite,  y(E)  _  o. 


(')  l.rs  r«'«>iilliil">  mil  i'U-  i-l.ililis  it.iiis  iiiiln-  Mrminir  «les  Transactions  of  thc 
amrricnii  riiiif/iriniilic<il  Sucief)',  njt't.  Nou»  les  précisons  ici  sur  |<lii->icurs 
poiiil». 
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11  suffit  d'énoncer  les  théorèmes  suivants  qui  se  déduisent  de 
celui-ci  comme  dans  le  cas  linéaire, 

95.  Théorèmes  II,  III  et  IV.  —  Une  dérivée  \}f  est  soinmable 
(n^SÔ)  e/,  si  elle  est  finie,  on  a  (n"  87),  sur  lout  ensemble  e 
normal  et  mesurable, 

fie)^  f{Df)dP. 

Dans  le  cas  général,  on  a  (n°  89) 

/(e)=/(eE,)-H/(eE,)+y(D/)./P, 

où  E,  est  r ensemble  des  points  oii  f  a  une  dérivée  unique 
infinie  positive,  Eo  celui  où  la  dérivée  est  infinie  négative. 

L'ensemble  E,  somme  de  E,  et  de  E^,  est  Vense/nble  des  singu- 
larités et  la  fonction 

f(eïL)=f(eE,)-r-f(eE,) 

est  la  Jonction  des  singularités.  Les  fonctions  f(eE),  /"(eE,)  et 
/"(eEo)  ont  chacune  leur  dérivée  (sur  le  réseau)  nulle  presque 
partout,  de  sorte  quey(e)  a  presque  partout  pour  dérivée  A. 

96.  Réseaux  simultanés.  —  Considérons  maintenant  un  nombre 
limité  de  réseaux  différents  R,,  R2,  •••,  Ra-  On  peut  calculer  les 
dérivées  de  /(e)  sur  chacun  d'eux.  Un  raisonnement,  semblable  à 
celui  que  nous  avons  fait  au  n°  88,  prouve  que  /(eE,)  et  /(eE^) 
ne  changent  pas  si  l'oia  supprime  les  points  de  E,  où  la  dérivée 
n'est  pas  infinie  positive  sur  tous  les  réseaux  ensemble,  ou  ceux 
de  K>  où  elle  n'est  pas  infinie  négative  de  même.  Donc  l'ensemble 
des  singularités  se  réduit  à  celui  des  points  oii  il  y  a  une 
dérivée  unique  infinie  sur  tous  les  réseaux  ensemble. 

Cette  conclusion  s'étend,  par  un  passage  à  la  limite,  au  cas  où 
l'on  considère  une  infinité  dénombrable  de  réseaux.  Il  est  inutile 
d'y  insister. 

Considérons  un  système  de  réseaux  conjugués.  Les  fonctions, 
non  négatives, /(eE,  )  et  — /(eE^)  ont  leur  dérivée  nulle  presque 
partout  sur  tous  les  réseaux  à  la  fois.  Donc  leur  dérivée  reste  nulle 
quelle  qu'en  soit  la  définition.  De  là  la  conclusion  sui\aiite  : 
V.  p.  7 


y8  CIIAI'ITHK    VI. 

La  (U'iniu'  </('  lit  litnclioii  t/rs  siii^ iiltiiitrs  est  u  et  cct/r  de 
/{(')  est  l)/  presf/i/e /xir/Ditf.  I<i  iJi'l]  nii  iim  ,l,-  l,i  tlêrivêe  rf^tnni 
(irhi  traire. 

Lo  iiMc  «lu  it'.^eaii  cnI  <l<inc  dt;  iintlic  v\\  cn  iilviic*,'  li'>  |»i>iiits  (|(ii 
;ini);iilii'iiin'iil  a  li-iisriiibN'  il<'S  sinmilaiilcs.  l  ii  t-xciiiplc  siiii|»lc  va 
iiioiilK-r  <|ne,  à  cfi  poinl  «le  vue.  il  csl  iiilcrilil  dt*  >.iilj>tilii«'i-  \\\ui 
aiilic  (It-iivc'C  prise  au  hasard  à  celle  siii'  un  réseau. 

II. lions  une  droite  o  dans  un  plan  «M  d<-lini>sim-<  une  fciiieliou, 
y(c),  addllive  d'eii-<rniltlc   >>u|»ei  lieiel  en  po^aul 

f(e)  —  m  {  c  0  », 

de  soile  (pie  y(<?)  est  la  mesure  lini'((iii-  de  rens<.Mni)le  eiuninuii 
à  e  et  0.  Celle  fonelion  se  eoidOntI  a\ec  sa  loneliou  des  siiiutila- 
rilés  f(eo),  el  reuseiiiMe  des  sinyularih's  est  o.  On  peul  (h'-linir 
eu  elKupie  point  des  faindli"»  réj;ulières  d'eusemhies  exeluaut  o. 
AI(MS  la  dérivée  de  /  caleulée  sur  ees  faimlles  esl  nulle  partout  el 
elle  ne  déeèle  plus  rien  de  l'enseiiihle  des  >inj;iilarilés. 

Keinarcpions  cnliii  «pic  sur  renseinhle  des  sinj;iilarit<s  tfl  (pi  il 
a  élé  défini  dans  le  cas  liné'aiic,  la  di-nvce  deineiire  inlinie  sur  un 
réseau  ipndeonque,  car  une  d('ri\(''e  sur  un  réseau  esl  toujours 
nio^'enne  entre  les  (juatre  iionilncs  dérivés.  Celle  conclusion  ne 
s'étend  pas  à  l'espace,  comine  on  le  verrait  facilement  par  le 
même  exemple  (jue  <M-dessus;  et  le  rais(uiuement  sur  les  réseaux 
simullaïK-s  ne  s'applique  pas  à  tous  les  réseaux,  parce  que  Ten- 
seiulile  des  réseaux  nesl  pas  dénombrable.  C'est  en  cela  que  la 
lliéorie  des  loiici  loiis  (1  eiiseinlde  linéaire  est  |iliis  précise  (pie  la 
lliéorie  ^én(''rale  des  fondions  d  eiisemlile  sp;iiial. 

4.  —  Fonction  (omimi     \   \\iii\ii()N   ikhim  k  i»i:  .r. 

'.>".  Position  du  problème.  —  Soil  /{.r)  une  fonction  continue 
<'t  uni\o(pie  dans  un  inlervalle  {ti.h).  Soil  (a,  |iJ)ou  «.»  un  iiiler- 
valle  Naiialde  dans  {d,//).  (]oiuiiie  nous  lavons  d('-jà  \ii  (^ii"7l), 
/ {x )  délinil  une  loiiclion  d  iiilei\alle  />{U))  en  |»os;iiii 

/"  ••"   -/<[*•— .A*)- 

(.elle     joiii  iKMi     dinleivalJe     e>t      lo/i  t  i/i  ur     (  iiiliiiinieiil     pelilc 
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avec  mco)  et,  comme  nous  le  savons,  additive  pour  un  nombre 
fini  d'intervalles.  Cela  suffit  pour  définir  sans  ambiguïté  la  valeur 
de  p  sur  tout  ensemble  C  somme  d'un  nombre  fini  d'intervalles 
(n^71). 

Si  la  fonction /?(£)  est  bornée  pour  la  totalité  des  ensembles  C^ 
sommes  d'un  nombre  fini  d'intervalles,  contenus  dans  (a,  6),  on 
dit  que  la  fonction  initiale /(:c)  est  à  variation  bornée. 

Voici  maintenant  la  question  : 

Etant  donnée  une  fonction  f{x),  continue  et  à  variation 
bornée.,  ou.,  ce  qui  est  la  même  chose.,  une  fonction  p{C)  d'in- 
terç'alle,  continue,  additive  et  bornée,  existe-t-il  une  fonction 
continue  et  additive  d' ensemble  normal  qui  coïncide  avec  p[C) 
sur  les  intervalles? 

La  réponse  est  affirmative  et  nous  allons  montrer  que  ce  pro- 
blème admet  une  solution  et  une  seule. 

Le  problème  de  la  mesure  des  ensembles,  résolu  dans  la 
première  Partie  de  ces  Leçons,  est  un  simple  cas  particulier  de 
celui-ci  :  Prenons^  (a?)  =  J7,  donc 

p  (  o)  )  =  p  ■ —  a  :=  /n  (0  ; 

cette  fonction  p  n'est  autre  chose  que  la  mesure  et  nous  avons 
prouvé  que,  dans  ce  cas,  le  problème  admet  une  solution  et  une 
seule  pour  la  famille  des  ensembles  mesurables. 

Le  procédé  de  démonstration  qui  nous  a  conduits  à  la  solution 
dans  le  cas  de  la  mesure,  s'applique  aussi  bien  au  problème 
général,  mais  à  condition  de  ramener  le  problème  au  cas  d'une 
fonction/?  non  négative.  C'est  par  là  qu'il  faut  commencer. 

98.  Théorème.  —  Une  fonction  continue,  bornée  et  additive 
d^ intervalle  est  la  différence  de  deux  fonctions  de  même 
nature,  non  négatives. 

Soit  cp(w)  la  borne  supérieure  de  p{C)  pour  tous  les  ensembles  C, 
sommes  d'un  nombre  fini  d'intervalles,  contenus  dans  to.  C'est  une 
fonction  bornée  et  non  négative;  je  dis  qu'elle  est  additive  et 
continue  : 

i"  La  fonction    o   est   additive   pour   deux  intervalles    non 


loo  <ii\piiiti:  w. 

rmnitlants.   pur  crriuplf    (<>   et   ro'.    \a\    i-llcl,    dans    la    relation 

on  ilisjtose  à  xolonU';  cl«'  »!'  de  inaiiifio  à  faire  Icmlrc  soil  le  [ticniier, 
soil  \c  >econd  nicnd)i('.  v«ts  s,i   horm-  su|)rri('uit'.  (••  (|ni  enlraîuc 

I  rgalil»'  de  ces  deux  lioincs  : 

o  (  (u  —  lo')  =  e»(  (u  I    •-  oi  ('j   f. 

2'  Lit  funcdon  fi'in/i'natle  o  est  continue,  c  esi-à-dire 
que  ai^fo)  est  inlinimenl  pelll  axcc  nno.  I'ax  ellcl.  désii;nons  par  ii 
lintcrvalle  (a,  b)  cnlier.  Nous  junivons,  î  «'lanl  donné,  par  délini- 
lion  lie  'i,  clioisir  »1"  de  manière  à  vérilicr  la  condition 

Considérons  inaintenanl  la  fonction 

(j>  (  a)  )  =  o (  o)  )  — /(  to  il'  ). 

Celle  fonction  •!/  csi  une  lontlion  addilivc  cl  non  Mfi:ali\c  de 
linlervalle  (o  dans  {a,  b).  I  Ile  allcinl  >()n  niaxiniuin  (|ii.ind  (<>       il. 

II  vient .   par  cons(''(|ncnl,  (pn  I  <pic  soil  (.)  dans  ^  a .  h  \. 

iJonc.  z  étant   arlnlraire  ei/noi.)  inlinimenl    petit   avec  co.   '.^(to) 
«•si  aussi  infinimenl  petit  avec  (o  :  c'e.st  la  proposition  :>.". 

La  déinonsti'.ilion  du  lli('-oi-ème  est  inaintenanl  imm<-diate.  La 
(onct ion //(^(i)  )  se  decfunpoM'  imi  une  dilleienee  de  diMix  loiielions 
<  (Milinues  et  ;iddilive><,  non  néj^atives,  par  la  lonnule 

pio))  =  :p(>)  —  \/J(i>i}  —  (i(to)J. 

'.♦'.t.  Poids  d  un  ensemble.  —  Le  pi(ddénie  pos(''  an  n"  t>7  est 
runieni-  maiiileiianl  an  cas  d  nne  f<uicti<Mi  />{(•*)  non  ni'-;;ati\c. 
Convenons  de  dire  <pie  /*(  d)  )  ou  /)m  <'sI  le  /utùls  île  I  intervalle  (o. 
Le  poids  e>l  donc,  par  <l<'(inilion,  une  fonct  ion /fo//  néi^^nfiit'^  eon- 

linue,    lioinee     et    addilne    d  '  i  ii  t  ei  \  .1 1  le  .     I.r     piidilfiiie    à    résoudre 
|)ent   m.ii  nt  eiiiiit  >e  po^(  1   dans  les  t<Tin<'s  snix.ints  ; 

l'rti(-on  (Ir finir  uni'  fomlion  aililili\<'  (/'cnsr/nh/i'  normal 
i/itt   soit  r>^iih'  <iu  iHtiiis  sur  un   inlfr\iillr?    In  r,ilfiir  tir  i-rtd' 
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fonction  sera   alors ^  par   définition^    le  poids   de    V ensemble 
normal. 

Sauf  la  substitution  du  mol  poids  au  mot  mesure,  c'est  le  pro- 
blème résolu  dans  la  première  Partie  de  ces  Leçons.  Le  problème 
actuel  se  résout  de  la  même  manière;  il  suffit  de  reprendre  les 
raisonnements  de  la  première  Partie,  en  remplaçant  le  m.ol  mesure 
par  le  mot  poids,  la  lettre  m  par  p  et  le  mot  mesurable  par  le 
moi  normal.  Il  suffira  évidemment  de  reprendre  les  énoncés  des 
théorèmes  successifs  du  Chapitre  II  sans  refaire  les  démonstra- 
tions. 

100.  Poids  d'un  ensemble  somme  d'intervalles.  —  Le  poids  d'un 
ensemble,  somme  d'une  infinité  dénombrable  d' intervalles 
non  empiétants,  est  la  somme  des  poids  des  intervalles  compo- 
sants. On  justifie  celte  définition  comme  au  n°  18,  en  généralisant 
d'abord  le  lemme  du  n°  17  comme  on  vient  de  l'expliquer. 

101.  Poids  des  ensembles  ouverts  et  fermés.  —  Le  poids  d'un 
ensemble  ouvert  est  défini  au  numéro  précédent.  Le  poids  d'un 
ensemble  fermé  est  le  complément  du  poids  du  complémentaire 
(n"  19),  c'est-à-dire  que  p  (F)  =  /?  (F  +  CF)  —  p  (CF). 

On  a,  pour  des  ensembles  ouverts,  comme  au  n°  19,  i"  et  2°, 

^Oi-+-/)0,  =  />(Oi-i-0.,)+/?(0,0,); 
et,  pour  des  ensembles  fermés,  comme  au  n"  19,  3", 

/,F,-i-/^Fo=:/>(F,-4-F,)^^(FiF,). 

Le  poids  est  additif  pour  un  nombre  limité  d'ensembles  fermés 
sans  point  commun  deux  à  deux  (n"  19,  ^°). 
Si  O  ouvert  contient  F  fermé,  on  a  (n°  19,  5°) 

^(O  — F)  =/>0— />r,        pOlpY. 

Tout  ensemble  ouvert  O  contient  un  ensemble  fermé  F  de  poids 
infiniment  voisin  du  sien  (n°  19,  6°). 

Le  poids  de  F  fermé  est  la  borne  inférieure  du  poids  des  O 
ouverts  qui  le  contiennent  (n°  19,  7"). 


I02  (lIAI'lTHli    VI. 

Idi.  Ensembles  normaux.  —  C\'s\  l'exlension  ilc  la  dt  linition 
des  enseinhies  incMirahles  (^n"21).  Il  laiii  (J'al)orcl  -iciiéraliser  les 
nrtliuns  de  mesures  extérieure  el  inlérieure  d'un  ensenihle  E. 

\.e  poids  l'Xti'ricttr.  /»r^,  esl  la  borne  inférieure  des  poids  des 
ensembles  ouverts  contenant  K. 

Le  poids  infrriri/f\  p,\-..  esl  la  bmiie  supérieure  des  poi«ls  des 
eiistinbles  fermés  eonleniis  dans  K. 

C)n  a,  fpiel  <pie  soit  lenseudjle  E, 

LU  ensemble  esl  mutiKil  si  ses  poids  inléneur  et  exlcneiir  sont 
égaux.   Lriii'  valeur  (  (iniiiiuiit'  p\i  esl   le  poids  de  l' ensemble  V^. 

La  condition  nrcessaire  et  sujfisdnte  pour  <pic  E  soit  no/mal 
est  que,  quel  que  soit  i  positif,  on  puisse  déterminer  deux 
ensembles,  ouvert  et  fermé,  O  et  F,  tels  qu'on  ait  '  n"  !21  i 

0>E>F,        pO-pF<t. 

Si  E  est  normal,  Cl'^  Test  aussi. 

1,11  parlieulier,  les  ensembles  O  et   V  seul  normaux. 
La  condition  pour  que  \]  soit  normal  est  aussi  //ur  \\  pu/sse 
«.V  déromposer  dans  la  somme 

\:  =  V  -1-  (' 

d' un  ensemble  fermé  et  d'un  cnsembh-  r  <h'  jtoids  extérieur  «<  £ 
(11"  22;. 

Les  sommes,  produits  d  diUi-rcnces  ireiiseiiililc-^  n'Miii.inx  ->oiit 
normaux  (  n"  "IW  ).  Donc  b's  ensembles  norntau.r  constituent  une 
famille  close  et  le  poids  est  une  foia-tiiai  additice  pour  les 
ensembles  noiiiiaii.r. 

La  (  pi  est  ion  esl  donc  résolue  <•!  nous  savons,  d  .int  rc  p.nl .  ipi  «Ile 
ne  prnt  adnietlif  ipi  une  seule  xdulioii    i  n"  SI  i. 

H(!î.    Application  à/i./  i  Soil   /"(./■  i    une  IoikImhi    (outinue 

et  ,1  \;ii-ialioii  bonii'i-.  V.Wv  derniit  une  fonction  d'ensemble 
imrmal,  p{e),  continue  el  additive.  (pii  adiuct  les  inèiiu's  munlires 
«lé-rivés  «prelle.à  cause  de  la  d<  lin i lion  de  /*(^«.n  sur  les  int<i\  ailes. 

Soil    I,    reiisiiiibli'  di-s  sin^iilaiitfs  «!«•/':   on  a,   d.iiis  un    inter- 
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valle  (a,  [ij  ou  w, 

/?(oj)  = /j(ojE) -t-  /  \clx. 

Ce  résultat  peut  aussi  s'exprimer  de  la  manière  suivante  : 

Si  (0  ne  contient  aucun  point  de  E,  donc  si  y  a  une  dérivée  finie 
quand  elle  est  unique  dans  lo,  on  a 

f{^)-f{^)=j      Xdx. 

••■■  oc 

Cette  conclusion  subsiste  plus  généralement  si  l'ensemble  (oE 
ne  contient  aucun  ensemble  parfait.  En  effet,  tout  ensemble 
fermé  F  <<  (oE  est  alors  dénombrable,  auquel  cas  />(F)  est  nul,  car 
c'est  la  somme  des  valeurs  (nulles)  de  p  en  chaque  point  de  F, 
Comme  on  peut  faire  tendre  /'(F)  vers  />(ci)E),  celui-ci  est  nul 
aussi. 

104.  Fonctions  continues  à  variation  bornée  de  deux  variables. 
—  Soity(.r,  }')  une  fonction  continue  dans  un  rectangle  à.  Dési- 
gnons par  to  le  rectangle  variable  (dans  A)  qui  a  son  sommet  de  plus 
petites  coordonnées  au  point  [x^  y)  et  dont  les  côtés  (parallèles 
aux  axes)  ont  pour  longueurs  II  et  k.  Nous  savons  (n"  7o)  que  l'on 
définit  une  fonction  de  rectangle,  qui  est  additive  et  varie  d'une 
manière  continue  avec  x^y,  A,  /r,  en  posant 

/?(w)  =  A2/  =  /(a7  4-  h,  y^  le)  -f{x,  y  +  /.-)  —f{x  +  h,  y)  -^/{x,  y). 

Cette  fonction  est  définie  sur  tout  ensemble  «L',  somme  d'un 
nombre  fini  de  rectangles  o)  non  empiétants,  comme  étant  la 
somme  des  valeurs />(w)  sur  charpie  partie. 

Si  p{C)  est  bornée  sur  tous  les  C  contenus  dans  A,  on  dit 
quef(^x,y)  est  à  variation  bornée  dans  A. 

Dans  ce  cas,  on  montre  f  comme  dans  le  cas  linéaire)  qu'il  existe 
une  fonction  continue  et  additive  d'ensemble  normal,  p{e),  cpii 
coïncide  avec  p  (oi)  sur  les  rectangles,  et  (jue  celte  fonction  est 
unique. 
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T<MiN  li's  tln'M>r«"'in('s  élahlis  sur  les  (oiKlIniis  ccjnliiiiics  cl  atlili- 
livcs  (rfijsemble  normal,  cl  coux-ci  coiuprcnnciit  loujoiirs  tous  les 
ensembles  mesiirahlos  (li).  se  Iradiiiscol  donc  en  propriétés  corres- 
p((n<lant('s  de  la  fonction /"(j?,^).  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à 
énumérer  ces  proprif'lf's.  dont  nous  avons  flonné  une  n\ro  sufli- 
sante  au  n"  70. 

loul  cela  s  chMil  aux  toiiclion^.  d  un  iioinlifc  (Hiclcuinjiic  de 
Naiialdcs  cl  nous  pouvons  ('•iionccr  la  collclu^lon  siiivaiilc  : 

Tout*'  fonction  de  /toint,  ./(!*),  ffui  est  continue  et  ù  varia- 
tion bornée^  définit  une  fonction  p{e),  continue  et  additi^'e, 
d'ensemble  nor/nuf. 

La  mourc  des  eusenihlcs,  eu  paiiicuJKM-,  e>l  la  loiiclion  d'en- 
scmldc  normal  définie  par  la  fonction  de  powil,  /  =  xy  . .  .. 

On  peut  élendre  la  théorie  précédente  aii\  lonelions  de  point 
(|ui  sont  à  variation  bornée  sans  être  continues.  Il  v  a  toutefois 
«jueltpies  lesti-iclions  à  introduii-e  et  nous  laisserons  cette  (|ueslion 
de  coté.  On  peut  au-^si  fonder,  sur  les  |tropii<'ir's  des  fonctions 
d'ensemble,  une  théorie  très  satisfaisante  du  chani;emeiil  des 
variables  dans  les  inléjîr.des  doubles.  Nous  avons  trailé  cette  ques- 
tion dans  notie  Mémoire  des  Transactions  of  the  American 
niathemaliral  Society  (m)!.'))  el  nous  y  renverrons  le  lecU-ur. 
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CLASSES   DE  BAIRE. 


CHAPITRE  YII. 

FONCTIONS  DE  CLASSE  1.  THÉORÈME  ET  PROBLÈME  DE  BAIRE. 


1.   —    EiNSEMBLlîS   OUVERTS,    FERMÉS,    COMPACTS   SUR   UN    ENSEMBLE    PARFAIT. 

lOo.  Définitions.  —  Nous  avons  défini  précédemment  (n"  11) 
les  poiiUs  intérieurs,  extérieurs  et  frontières  d'un  ensemble  E 
relativement  à  un  domaine  A.  Il  est  utile  de  généraliser  ces  défini- 
tions et  de  les  étendre  au  cas  où  l'on  remplace  le  domaine  A  par 
un  ensemble  parfait  et  borné  quelconque  P. 

Considérons  donc  un  ensemble  parfait  et  borné  P  dans  un 
espace  quelconque  et  soit  E  un  ensemble  <<  P. 

L'ensemble  P  —  E  s'appelle  le  complémentaire  de  E  par 
rapport  à  P  (ou  sur  P)  et  se  désigne  par  CE. 

Un  point  M  de  P  est  inlérieur  à  E  (sur  P)  s'il  est  à  distance 
non  nulle  de  CE.  Il  est  extérieur  à  E  (sur  P)  s'il  est  intérieur 
à  CE.  Il  est  frontière  (sur  P)  de  E  et  de  CE,  s'il  n'est  ni  intérieur 
ni  extérieur,  donc  s'il  est  à  dislance  nulle  de  E  et  de  CE. 

Si  E  n'est  pas  <;  P,  un  point  M  de  P  est  dit  intérieur  à  E  (sur  P) 
quand  il  est  intérieur  à  EP. 

Un  ensemble  E  (contenu  dans  P)  est  /(?/'me  (sur  P)  s'il  contient 
ses  points  frontières  (sur  P).  Il  contient  alors  tous  ses  points 
limites  et,  par  conséquent,  il  est  aussi  fermé  au  sens  absolu. 

Un  ensemble  E  (contenu  dans  P)  est  ouvert  (sur  P)  s'il  ne  con- 
tient aucun  point  frontière,  ou  s'il  ne  contient  que  des  points 
intérieurs  (sur  P). 


liiG  <  H  MMTilt:    \  II. 

lu  m-riiilile  (|iii.  hl  I'  liii-mriiu',  rradiiict  pa»  de  |i(tiiil  frtjii- 
lière  (sur  1*  l  t'»l  à  la  lois  (»iiv«Mi  d  iVrmt'  (sur  P  ). 

|0(i.  Propriétés  des  ensembles  ouverts  et  des  ensembles  fermés 
I  sur  r  1.  —  I"  >/  un  ensemble  K  <  1*  est  fermé  [sarV).  son 
com/tlémenldire  (!K  est  omrrt,  et  récipro</ueme/it. 

2"  f  ne  somme  et  un  produit  finis  <V ensembles  orner ts  sont 
(les  ensembles  ninerts:  une  somme  et  un  proiluit  finis  d  en- 
sembles fermés  SDiit  tirs  ensembles  fermés. 

.i"  i'ne  snmnte  infinie  d'ensembles  ouverts  est  un  ensemble 
iiinert . 

•i"  Un  produit  infini  d'ensembles  fenni-s  est  un  ensemble 
fermé. 

Ces  |)iii|)o>ilioiis  se  (liiiionlrcMl  loinnie  au  ii     1-. 

">"  Tout  ensemble  oinert  O  est  une  somme  d' ensembles  fermés 
et  l'on  sait  e  ff'ectucr  la  déeomposition  de  ()  en  une  telle  somme. 

Vax  cil  cl.  soit  î, .  £j :„.  ...  une  siiilc  |i(isiii\c.  décroissanle 

cl  icndant  ver?  zi'-io.  Suit  V„  rcii>ciiil)lc  ^e>  point-  (|iii  <t»iii  à  ime 
distance  J  î„  de  (J(,)  ()iii  est  leiiiii'.  Les  eiixiiililc-.  |- , .  I"..  ..., 
l'„.  .  . .  sonl  fermés  et  ()  est  leur  soinine. 

|(I7.  Ensemble  compact  sur  P.  Nous  dirons,  par  ilciinilion, 
(111  un  eiiseniltle  I!.  contenu  ou  non  dans  P,  est  compact  sur  P,  si 
ren-ciul)lc  J'^P  coiiliciil  un  |Miinl  int(  rieur  i  >ur  P  i.  (  .clic  dclinition. 
<|iii  est  nouvelle,  non»'  sera  tics  ulilc. 

\ Oiei  le  liit'orèine  fondamental  rclali\ cnicnt  aux  ensembles 
(  oni|iac|s  ou  non  cniii|)acls  : 

lOiite  somme  drnstnibirs  fermes  [au  sens  absidu  >.  non  corn- 
p(tets  sur  P,  est  un  ensemble  non  eompaet  sur  P. 

>iu|i|iosons    (jiic    I!    -oil    1,1    sdiiiiiic    lies    ensenddes     I   ,  .  1  _. 

I  „,  ...  leinK'^  <l  non  <oiii|ia(  |s  sur  P.  !*>uil  ali>rs  M„  \\\\  |>oinl 
de  KP;  il  laiil  |iioii\  cr  <|u"il  n  «--.t  pa^  inlt'-rienr  i  sur  P  i.  donc  (pie 
ItMil  domaine  A,,  ^\e  centre  M„  ((Uiticnl  iiti  poiiil  du  i oiiiplcmen- 
laire  iU-  l'.P. 

l)'aliord  Aneonlicnl  un  p<unt  M,  du  <  (uupli'-mcnt.iirc  de  l'\  P, 
pnis(pic  M,i  n  (•-I  pa>  intcriciir  à  I' ,  P  ;  <'t.  comme  ce  ((un|demen- 
liiire    e>l    (iiivcil.    M,    c-l     un     p(uiil    inlciiciii.    dom     cciilre   «1  un 
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domaine  A,  <;  Ao  exclu  de  F,  P.  De  même,  A,  contient  un  point TVlg 
du  complémentaire  de  FoP,  centre  d'un  domaine  Ao  <<  A,  exclu 
de  FaP,  et  ainsi  de  suite.  Tous  ces  points  iNIq,  M,,  Mo,  ...  de  P 
ont  au  moins  un  point  limite  M,  qui  appartient  à  P,  puisque  P  est 
fermé.  Ce  point  M  de  P  est  contenu  dans  tous  les  domaines 
emboîtés  A,,  >  A,  >>  Ao  ...  et,  par  conséquent,  il  est  exclu  de  F,  P, 
FoP,  ...,  donc  exclu  de  leur  somme  EP,  ce  qui  prouve  la  pro- 
position. 

Le  théorème  précédent  peut  aussi  s'énoncer  sous  la  forme 
suivante  : 

Une  somme  d^ ensembles  fermés  F  ne  peut  être  compacte  sur  P 
que  si  l'un  des  ensembles  F  est  compact  sur  P  et  alors  l'en- 
semble somme  est  évidenunent  compact  aussi. 


2.    —    Le    THÉORÈME    AUXILLMRE. 

108,  Théorème  et  problème  de  Baire.  —  JNl.  Baire  a  trouvé  un 
théorème  extrêmement  remarquable  qui  fait  connaître  une  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  c|u'une  fonction  soit  de  classe  i . 
C'est  ce  théorème  que  nous  appelons  le  théorème  de  Baire.  Ce 
théorème  est  lié  à  un  problème  que  nous  appelons  \e  problème  de 
Baire  et  que  voici  :  «  Etant  donnée  une  fonction  /  de  classe  i, 
construire  une  fonction  continue^,,  qui  tende  vers^"  quand  n  tend 
vers  l'infini.  » 

M.  Baire  a  démontré  son  lliéorème  |)ar  un  raisonnement  qui 
fournit  un  procédé  de  résolution  du  problème  précédent.  Il  semble 
bien  que  la  résolution  du  problème  ne  puisse  se  passer  de  l'inter- 
vention du  transfini,  et  le  transfini  joue  effectivement  un  rôle 
essentiel  dans  le  raisonnement  de  M.  Baire.  Par  contre,  la  démon- 
stration du  théorème  n'implique  pas  nécessairement  la  considéra- 
tion du  transfini  et  c'est  ainsi  que  M.  Lebesgue  a  donné  diverses 
démonstrations  du  théorème  sans  avoir  besoin  de  faire  appel  à 
cette  notion.  Nous  en  reparlerons  plus  loin  (n"  123). 

Nous  allons  donner  ici  une  nouvelle  démonstration  du  théorème 
de  Baire  et  une  solution,  nouvelle  et  plus  simple,  dudit  problème. 
Nous  aurons  pour  cela  à  étudier  d'abord  un  lliéotènie  et  un 
problème    auxiliaires     sur    les    ensembles.    Comme    dans    le    cas 


lo>  «MM'lTUi:    \ll. 

précL'tli'iil,  l.i  (l<'iii<iii>h'atlon  du  lliL'oiriiw?  n'invoque  pas  le  Irans- 
iini,  tantiis  (jue  celui-ci  joue  un  rôle  indispensable  dans  la  solution 
du  |)nd>lcnio. 

lOJ).   Théorème  auxiliaire.  —  Le  lliéorènne  et  le  problènie  aii\i- 
li. lires  >e  ratlaclient  à  la  rt'-solution  de  la  fpiestion  suivante  : 
Soil  l*  un  ensenildc  |)arl"ail  el  horné.  On  suppose  (pie  I  <ui  a 

ou  l!|.  l'.M 1!/,,  ...  soni  des  ensembles  donnés,  en  nombre  fini 

on  non.  <pii  |)»'u\cnl  cinpit'lcr.  On  demande  à  cpielle  condition  il 
sera  possible  de  ineiii-e  P  sous  la  forme 

(  •/  )  I  '  =  'l'i  -^  <l>i  -i- . . .  -+-  '!»/.  -4-  . . . , 

où  le-^  eii^finlilis  ;i  di'leiiiii  lier  <l>, .  «1'^.  ...  >nn[  a>--u)ellls  aii\  con- 
dilions  smvanles  : 

I"   (  )ii  dnii  ;ivoir  «I»,  <  1^, ,  <1)^  <  Iv..  ...  ; 

•a"  Les  ensendiles  <!»,.  "hj.  ...  doivent  èlie  >ans  point  commun 
deux  à  deux  ; 

.i"  Ces  ensembles  doivent  être  des  sommes  d  eiisemlilcs  fermés 
ou  et  ic  nuls. 

Le  llu'iHi'Hir  (tniilidiii'  dr»nne  la  condition  nécessaiie  et  suflî- 
sante  j)uur  (pie  la  d''com|t()silion  (  •>.  i  soil  possible. 

Le  jiVohU'nu;  (lurHntiic  consi>te  à  ellecluer  la  décomposi- 
tion (o  I  lorxpic  cette  eoiiditloii  e->t    leiiiplie. 

\  oici  I  l'noiiet'  du  llii'oreiiie  aiixiliaii c  (iiie  iioii>;  noii>  prop(»sons 
ni.ii  lit  •liant  de  di'-moiilrer  : 

l.ti  rnndtlinii  iircrssdi If  t't  suffisante  jniur  ijnr  P  fn/issr  se 
/léeoni/xtser  /'tir  l<i  jOrnnile  (  -j.)  est  t/iie,  (/uel <jue  soit  /'e/ise/nh/e 
jnirjait  i)  iiiiitinii  (liins  P.  /  ii rt  un  moins  tirs  ensenihli-s  K,, 
I' 1./,,  ...  sait  rt)/n^i(itf  suf  i)  t  i\"   |()7). 

\o(i'«  allons  \oii-  cpie  ce  llii'oiciiie  •<(•  (b'monlre  suis  aucun  appel 
an  transfiiii.  Pour  l;i  commoditi-  du  l.iti;;a;;e,  il  convient  d  abord  de 
doniM'l'  deiiv  di'liiiil  ioii>. 

Nou^   dirons,  pour  abre:;ei-.  tni'nti    erist'/n/>/r  t/ar/rom/iti'  Il  est 
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déconiposablc ^  s'il  atlmcl  une  décoin|)Osillun  satisfaisant  aux  con- 
ditions de  la  formule  (2V 

Nous  dirons  qu'un  ensemble  H  est  déconiposahle  au  point  M, 
si  M  est  le  centre  d'un  domaine  A  de  rayon  suflisamment  petit 
pour  que  l'ensemble  HA  soit  di'composable. 

(Considérons  des  ensembles  <<  P  et  leurs  complémentaires  sur  P. 
Nous  pouvons  alors  énoncer  les  jiropriélés  suivantes  : 

i"  Si  V ensemble  H  est  déconiposahle  et  si  H,  est  fermé  ou 
somme  d^  ensembles  fermés  (donc^  en  particulier  si  H,  est  ouvert 
sur  P),  V ensemble  HH|  est  décomposable. 

En  elîet,  soit 

II  =  <J»i-i-  ^i^. . .  ; 

la  décomposition  de  HH,  se  fera  par  la  formule 

HHl  =  c^,IIl4-4>2II,-f-..., 

car  le  produit  de  deux  sommes  d'ensembles  fermés  est  la  somme 
des  produits  partiels,  qui  sont  fermés. 

2"  Si  H  est  une  somme  [finie  ou  infinie)  d'ensembles  H,, 
Ho,  ...,  H,-,  ...  décomposables  et  sans  point  commun  deux  à 
deux^  H  est  décomposable. 

En  effet,  on  obtient  la  décomposition  de  H  en  ajoutant  terme  à 
terme  celles  de  H| ,  H^,  .... 

3"  5"/ H  est  une  somme  d'ensembles  fermés  décomposables, 
mais  pouvant  cette  fois  empiéter,  H  est  décomposable. 

Soient  F,,  F^,  F-,,  ...  ces  ensembles  fermés  décomposables. 
Leurs  complémentaires  sont  ouverts  sur  P  et  les  produits  Hnis  de 
ces  complémentaires  sont  ouverts  aussi;  par  conséquent,  les  pro- 
duits F2 .  CF| ,  F3 .  CF,  .  CFo,  . . .  sont  décomposables,  parce  que  ce 
sont  les  produits  d'un  ensemble  décomposable  par  un  ensemble 
ouvert  sur  P  (i").  Comme,  de  plus,  ces  produits  sont  sans  point 
commun  deux  à  deux,  leur  somme  H  est  décomposable  (2"). 

4°  Si  un  ensemble  fermé  F  est  décomposable  en  chacun  de 
ses  points,  F  est  décomposable. 

C'est  la  conséquence  du  lemme  de  Borel  (n"  lo).  Tout  point 
de  F  est  le  centre  d'un  domaine  A  tel  que  FA  soit  décomposable. 


I  lui'iiKi:  VII 


On  peut  ('oiivrir  tout  i-  iivcc  un  niiiiilu'*'  liiiiilé  de  tliMiiaïucs  A: 
<l(>nc  F  <*"»t  l.t  soiiiinc  cl  un  nonihir  liiiiil»''  «ItMiscnihles  fernir»  tl 
di'r«>ui|)<'N.ilil<'>  |- A.  il   I    csi  (lcc((iii|ios,il)|»'  (  ,'»"  (.  I 


5"  Si  un  l'iisi'inhlf  Jrrinr  V  rst  imh'Coinpo.'nihlc.  V  contient 
lin  ensrmh/r  imr/i/it  <)  i/iii  rsf  indiinDipnsahlc  en  </t(iriin  di' 
srs  pnints. 

11  v  ;i,  en  vertu  de  \'\  des  points  de  !•"  où  F  est  indécouiposahie  ; 
soil  (^  l'enseudde  de  ces  points. 

L'ens«'iiililc  i)  l'^l  fi'iiné,  <iir  loiil  |»i»int  où  1  csi  (l('Toiii|ios;d)lc 
esl  à  dislancf  linie  de  ()  par  di'-linilion. 

Lenseinhle  I'\  (^(^)  est  déconj|)()sal)le.  l'^n  ellct,  C(^  e>l  ou\eit; 
c'esl  donc  une  soin  nie  i^F/  d'cnseinhles  (erniés.  Coin  nie  F  esl 
<|t'-eoiii|Mi-,il)lc  (Il  (•lia(|iir  |ioiiil  lie  I"',.  Ii'  produit  I' I'',  est  aussi 
dt-eonipo»  dili-  en  chacun  de  ses  points  (i";  et.  par  conséquent, 
déconiposal)le  (4")*  t)<Jii^  F.  CQ,  égal  à  -FF/,  est  déc(unpo- 
sable(3»). 

Il  suit  de  là  cpic  les  points  où  !■'  est  indécomposable  sont  ceux 
ou  ()  est  indécomposable,  car  la  décomposition  de  (J  entraîne 
celle  de  F  (  >.")  par  la  formule 

V  =  (,)  —  F.C(,). 

l>onr  (^  rst  ind('-coniposal»le  en  cliaenii  de  ses  points,  l'.nlin. 
<J  ne  peut  (-ontenii'  de  point  isolé,  car  ()  serait  décomposalile  en 
ve.  point  où  la  dé(oiiipo»ilion  e>t  toute  laite.  l)(Mic  (^).  é'ianl  .lu^si 
fermé.  e>«l  pai'l.iit . 

<)"  Si,  ijiiel  ijuc  soit  i  cnscnihlr  jxirjiul  (^  contenu  ddiis  I*, 
/'////  (les  ensembles  F,,  Fn,  ...  de  hi  formule  (i)  esl  compact 
SI//    (  ).    1*  est  i/reonifiosfthlt'. 

l'.n  rljil,  si  I'  iichnl  pas  dtt(»iii|to>aMi'.  il  imitiriidiait  un 
enseniMr  parlait  ()  Muléeomposabli'  eu  cliaeiiu  de  ses  points  (5"). 
Or  «•'«•si  im|)ossible  >i  un  eii;«eiuble  \\f,  e>l  eiuiipaet  sur  ().  Fn 
ellel,  \']f,i}  posséd*'  aloi  ■>  un  |>oinl  M  intérieur  sur  (),  eeiilii'  A  un 
diMUiiiii-  A  II*-   I  i-niri  iiiaiil    uiciin  point  de  Ci^Fa^^V)-  ^^'^  '*  doue 

Mais   («Ml   cxpiiiiic  (pic    l.i    d((diiipo>i|i(in    de    <^>A    est    toute  fail<'. 
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car  ()A  est  fermé  el  l'on  peut  prendre  <!>/,  égal  à  (^A.  Donc 
Q  serait  décoinposable  au  point  M,  ce  ({ui  est  conti-aire  à 
l'hypotlièsc. 

•-"  Réciproqueinent^  si  V  est  décoinposable^ Je  disque,  quel 
que  soit  ^ensemble  parfait  Q<;P,  lun  au  moius  des  ensembles 
E/i  sera  compact  sur  Q. 

En  efTet,  Q  (égal  à  QP)  est  aussi  décomposable  (i°),  donc  en  une 
somme  d'ensembles  fermés  F  extraits  des  ensembles  E^.  Donc 
l'un  au  moins  de  ces  ensembles  F  est  compact  sur  Q,  sinon  leur 
somme  ne  le  serait  pas  (n°  107).  Alors  l'ensemble  Ey;  qui  contient 
cet  F  est,  a  fortiori,  compact  sur  Q. 

Le  théorème  auxiliaire,  énoncé  au  début,  se  trouve  ainsi 
démontré.  La  proposition  6"  prouve  que  la  condition  formulée  est 
suffisante;  la  proposition  'y",  qu'elle  est  nécessaire. 

110.  Corollaires.  —  i"  Si  les  ensembles  E,,  Eo,  ...  de  la 
formule  (i)  sont  eux-mêmes  des  sommes  d'ensembles  fermés, 
alors  la  décomposition  de  P  par  la  formule  (2)  est  toujours 
possible. 

En  eflet,  soit  Q  un  ensemble  parfait  <C^P;  Q  est  contenu  dans 
la  somme  de  tous  les  ensembles  fermés,  F,  qui  composent  les 
ensembles  E^.  Cette  somme  est  compacte  sur  Q,  donc  l'un  au 
moins  des  F  est  compact  aussi  (n°  107).  Alors  l'ensemble  Ejvqui 
contient  cet  F  est,  a  fortiori,  compact  sur  Q.  Donc  la  décompo- 
sition est  possible,  en  vertu  du  théorème  auxiliaire. 

2"   Si  les  ensembles  E,,  E^,  . . .  satisfaisant  à  la  condition 

<i)  P  =  Ei+E2-i-... 

sont  sans  point  commun  deux  à  deux,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  quUls  soient  sommes  d' ensembles  fermés  est 
que,  quel  que  soit  Q  parfait  <<  P,  l''un  d^eux  soit  compact 
sur  Q. 

En  elTet,  dans  ce  cas,  les  formules  (i)  et  (2)  sont  identiques. 


(  Il  \i'i  iKi:   VII. 


'A.         Uixd.i  TioN   ni'  l'iKiBLKMi:   \i\ii.iMui; 

III.  Principe  fondamental  .sur  le  transflni.  —  Nuus  a\<jns 
rn<»iicé  le  |>rol)l«inc  iiiixiliain-  au  ii  '  I(U).  l'dur  le  ré'Oiidie.  Il  laiit 
faire  iuterxeiiir  un  |)i-iiiei|»e  fondamental  de  Canlor  >-iir  U-  liaii-liiii 
tlunl  iKius  allons  d'altord  ni)ti>  occuper. 

Nous  <-ointnenceiiiiis  par  ('laMir  un  Iciiimh-.  (|iic  imii-  iilili»erons 
dans  la  déinonstralmu  de  ce  prin«ipe. 

Nous  supj)o>ons  eonmi  le  mode  île  (ormatinii  de»  nomlii  e?  Iraiis- 
linis  Mici  e>«sifs  de  preiiin'ri-  ri  de  dcii\ième  Ciîpèce   : 


I ,  a,  3 //.   . . . .  10 ,  (o  -T- 1, 


et  Miiiis  ti('si^ner(iiis,  iii  uintr.il.  |i.ii  •/  1  un  i|mli  oiKjue  d  entre 
eux.  \  oici  maiiilenanl  le  Iriiiiiic  eu  tpie>li(iii  : 

Soif  I"  '//'  cnsi'nihle  fcrnir  cl  borné.  Considérons  unr  suiU', 
si/nplcnir/it  in/inir  ou  non,  d'c/isenibles  oinerls  sur  un 
iloniainc  A,  chacun  conlenii  dtins  tous  les  suivants  : 

« :>i  <  Oî  <  Oj . . .  <  0„  . . .  <  Oa  <  Oa.,  . . . . 

Si  tout  fioint  de¥  appartient  à  Viin  des  ensern/drs  de  cette 
famille,  V  est  contenu  dans  l'un  d'eux,  ^^^. 

C  est  une  e<>ns«(iuene<'  du  lemiiie  de  Hoiel.  cpii  e><l  iiiiiiie- 
dlalo  sous  la  dernière  forme  donnée  à  ce  lemme  au  n  1». 
L'enscudde  1*'  peut  ("ire  reeoiiveil  a\ee  un  iKUiihre  limilé  d  en- 
sembles i)^.  iJoiie  il  est  coiixeit  par  celiii  (pu  a  I  indice  le  plu> 
élev»'*,  letpud  coulicnl  lc>  préeédeiil>. 

Passons  iiiainicn.iiil  .m  priiici|)e   Idnd.iiiicnl.ij . 

(^(jnsideri)U>  uni-  siiile  lime  ou  tran>liiiie  d  cu-(inlde->  lciiii(>  cl 
ImriH'x  I'.  cliacun  eonlenanl  tnii>  les  siii\aul>  : 

«•'i>  l-i>  l's     .  i i"a>  l'a    . 

i  lie  telle  Mille  rs|  <lr-fluie  par  le  pioci'-tlé  <pil  pei met  de  déduire 
eliaqiic  Iciiiie  At-  ceux  ipii  piiMcdeut .  Nous  MippONiui>  (pie  e«'  pro- 
cédé s'ii|)|dnpic  Ir.iiisliii  iiiicnl .  ((•»!-. i-dirc  pci  nul  At-  p(uiis|ii\  re 
la  suite  des  indices  jusipi  .i  tout  iiomiu'e  Iraiisiini  iKuiné  ji..  Nous 
admeltiMis    d'ailleiiis  (pic    loiis    les    cuscmMes    {•'  peinent    dcNenir 
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nuls  à  partir  d'un  certain  indice.  Alors,  \oici  le  principe  fonda- 
mental de  Cantor  : 

Dans  les  conditions  précédentes,  on  peut  assigner  un  in- 
dice [Ji,  à  partir  ducjuel  on  a  soit  F^,  =  o,  soit  F|j.  =  F[j,_,_,  ^  o. 

Pour  prouver  ce  théorème,  donnons-nous  un  domaine  A  con- 
tenant F,  et,  par  conséquent,  tous  les  Fa  suivants  et  considérons 
les  complémentaires  par  rapport  à  A.  Deux  cas  sont  possibles  : 

1°  Tout  point  de  A  est  exclu  de  F^  pour  un  indice  a  corres- 
pondant, auquel  cas  il  appartient  à  CF^  ouvert.  .Mais,  comme  la 
suite  CF,  <<  CFo,  . . .  satisfait  aux  conditions  du  lemme  précédent, 
A  est  contenu  dans  CF,;,,  pour  un  certain  indice  jjl,  et  lui  est,  par 
conséquent,  identique.  Dans  ce  premier  cas,  Fj^.  est  nul. 

2°  Ou  bien  A  contient  des  points  communs  à  tous  les  F»  pos- 
sibles; et  ces  points  forment  un  ensemble  fermé  F,  car  un  point 
limite  de  points  appartenant  à  tout  F^,  appartient  à  tout  F».  Je  vais 
démontrer  qu'il  existe  un  indice  u.  povir  lequel  Fj;.=  F. 

Le  complémentaire  de  F  est  ouvert  et,  par  conséquent,  c'est 
une  somme  d'ensembles  fermés,  S'i/.  Considérons  l'un  d'eux,  cp/. 
La  suite  des  ensembles  fermés  F,  cp/>  F2cp/>  Fscp,  . .  .  est  sans 
point  commun,  ce  qui  nous  ramène  au  cas  précédent.  11  y  a  donc 
un  premier  indice  u)i  (correspondant  à  cp,)  pour  lequel  on  a 

Considérons  la  suite  des  indices 

W],        10-2,        .  .  .  ,        tJJ„,         .... 

Supprimons-y  tout  terme  qui  ne  surpasse  pas  tous  les  précédents  ; 
la  suite  obtenue  est  croissante  et  peut  être  finie  ou  infinie  Si  elle 
est  finie,  son  dernier  terme  ]x  est  le  plus  grand.  Si  elle  est  infinie, 
elle  définit  un  premier  nombre  a  supérieur  à  toute  la  suite  (n*33). 
On  a  alors,  quel  que  soit  l'indice  /,  F,j,cp/=  o.  Par  conséquent 

Comme  F  est  <  F^,  il  lui  est  identique. 
Donc,  à  partir  de  a^  ij.,  on  aura  Fa=  F^+i  ^  o. 

V.  P.  8 


Il,  <  Il  M'iTiti:  \  II. 

W"!.  Solution  du  problème  auxiliaire.  llrNcnons  îhi  prdMriii»' 
auxili.iirc.  <  )ti  <  oii^iil)  r<-  un  i-iiMiiihlf  |)arfail  1\  conleuu  dans  une 

soiiiMif  il  rii^iMiil)lr«»  (|niMu'->  l'!,,Kj c'csl-à-dire  salisfaisaiil  a  l.i 

relalimi 

V  <  i:,-+-  K,-...-^  \-:/,-h.... 

Il  >  .ii;il  il  tllcil  lier  lii  ili-roiii  jiii>il  mil  ilf  I*  <'ll  iliM-iiiliir-. 
*1», .  'I»j.  ...  cl  (le  •!*, ,  'I^,.  ...  «Il  l'iix'inlili'»  ^»'nln'••^.  salislai-»;!!!!  aii\ 
intiilil  iDiis  •!<>  I  i'(|iiati()ii  (lu  a"   loi)  : 

(  )ii  NH|»|i(t>i-  i|iir  1,1  cotultliou  tlii  llii-Drciiif  auxiliaire  est 
salisfaitf.  donc  i|iif.  ipiid  (|ue  soil  (^  parTail  runlcnu  dan>  I*,  riiii 
au  molli- ili'^  riisciiil)li>  l'^A  t"Sl  C(»iii|»ail  -iir  <  >.  I.,i  -uliiliuii  du  |ti(»- 
Idciiu"  [»ii»u\<'ra  d(juc,  à  nou\faii.  ipir  icllc  cniidil  imi  i>l  «-iilli- 
.sanle  |»our  (|ue  la  di'Conipi)silioii  >()il  |)ossiljlf. 

Les  diM-fuiiposiliou.';  demandées  vont  s'oblcnir  |>,ii  un  imIi  ni  dr 
|UM(lii'  «'Il  |>iihIic.  |ii»ussi''  liMusIiniiiiriit .  riiinnif  il  -iiit   : 

Seul,  en  j^t'néral,  (  )a  lenseinhlc  des  |)uinls  de  lvAi'(|ui  sont  inté- 
rieurs sur  I*.  ('/('Si  un  ensenil)li'  ouvert  siir  I'.  ainsi  (|(ie  la  sonune  (,) 
de  litiis  les  0;i  (jiii  n'est  pas  iiiillr  |i;ii  li  \  jiul  lii'-r.  Lt'n>eiiiltle  O 
se  dée(>iii|iii»i'  |iai   l.i  (luinule 

(i;  O  =  U,-T-  0,.C0,-4-  Oj.COi.COj-)-.. .. 

iii'i  I  on  iiii-ii  I  li-N  i°iiiii|)li'-iui'nt.in  ('»  par  iM|)|ii>rt  à  P.  el  diint  le> 
Iciiiies  soni  lies  Miinines  (-nniiue>  <  n  '  lO'i.  5"  i  il  ensrnihles  feiincs, 
>ans     point    eoninnin    deux     ;i    deux.    res|)ei'tiveinenl     eonlenue^ 

<lans  M, .  \\.,.  Ivi 

Il  reslr  alors  à  di'M;oin|>OM'r  I'  —  ().  ipii  e-l  (rinn'.  cl.  par  eon- 
séipient  (  n"  (>),  domine  de  I*,  juiifiiil  cl  di-  D,  dciioinluahle. 
Mais  I),.  sninmc  de  points,  c^i  iiuini'diatcincnt  d«''eoniposaljle.  jiar 
l.i  liiiiiiiile 

(u)  I',       I',i;,      l>,(lî,— E,)-t- D,(E,— K,       I 

car  le»  Miiiiinc»  de  point-,  soni  des   miiiiiuc»  d  cn-ciiililc»  (cniic>. 

Si  I',  cs|  nui.  la  il<-(-oui|>osi(ioii  e>t  lailc.  l>,iii-«  le  cas  ronliaire. 
\\  liste  à  dc(-oin|ios(>i   P,  i|ui  e>t  parlait. 

On  reruinnicnee  la  même  opi-ration  ipi  on  \icnl  de  laiic  sur  1*. 


FONCTIONS    DE   CLASSE    I.    TIlÉOnÈME    ET    PROBLÈME    DE    BAIRE.  Il5 

On  désigne  par  O',.  l'ensemble  des  points  de  E^P|  qui  sont  inté- 
lieurs  sur  P,,  l'ensenihle  O'  somme  des  O'/^  se  décompose  par  la 
formule  (i),  où  Ton  ajoutera  des  accents.  Il  reste  alors  à  décom- 
poser P,  —  0'  =  P2+D2,  où  Pa  est  parfait  et  D^  dénombrable. 
Mais  Do  est  immédiatement  décomposable  par  la  formule  (2),  et  il 
reste  à  décomposer  P2.  Si  P2  est  nul,  la  décomposition   est  faite. 

En  continuant  ainsi  de  proclie  en  proche,  on  détermine  une 
suite  illimitée  d'ensembles  parfaits  Pj^Po^  •••  P«,  ••  ••  Si  l'on 
arrive  à  un  terme  nul,  la  décomposition  est  faite. 

Si  la  suite  se  prolonge  indéfiniment,  l'ensemble  commun,  qui 
est  un  produit  d'ensembles  fermés,  est  un  ensemble  fermé  ('), 
donc  somme  de  P^  parfait  et  de  D^  dénombrable.  Mais  D^  est 
décomposable,  donc  il  reste  à  décomposer  P^.  Si  P(o  est  nul,  le 
problème  est  résolu.  Dans  le  cas  contraire,  il  faut  décomposer  P^^ 
(dont  l'indice  est  de  deuxième  espèce).  On  recommence  la  même 
opération  et  l'on  continue  ainsi  de  suite  en  parcourant  l'échelle  des 
nombres  transfinis.  Je  dis  que  l'on  arrivera  nécessairement  à  un 
indice  |j.  tel  que  Pj^,  sera  nul,  auquel  cas  la  décomposition  sera 
terminée.  C'est  la  conséquence  du  principe  fondamental. 

En  effet,  d'après  ce  principe,  on  peut  assigner  un  indice  a,  tel 
qu'on  ait  :  soit  P(j=o,  soit  P[j.=  P[j,_,_|^o.  Or  le  second  cas  est 
impossible,  car  si  P^.  n'est  pas  nul,  l'un  des  E/^  est  compact  sur  P^. 
par  hypothèse,  et  P(x+i  diflere  de  Pjj.  au  moins  par  la  suppression 
des  points  de  Eyt  qui  sont  intérieurs  sur  Py_.  Donc  le  problème  est 
résolu.  (^ 

4.  —  Condition  nécessaire  et  suffisante  de  Lebesgue. 
Solution  du  problème  de  Baire. 

113.  Fonction  de  classe  1.  —  On  peut  exprimer  de  deux  ma- 
nières différentes  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
fonction/" soit  de  la  classe  1.  L'une  constitue  le  théorème  de  Baire, 
l'autre  est  la  condition  de  Lebesgue  dont  nous  nous  occuperons 
pour  commencer.  M.  Lebesgue  a  considéré  la  fonction  f  dans  un 
d  iin;\ine.  Il  est  préféraiile  de  la  considérer  (avec  M.  Baire)  sur  un 

(')  Cet  ensemble  ne  peut  être  nul,  cat',  si  Ton  prend  un  point  dans  chaque  P„ 
de  la  suite,  on  forme  un  ensemble  admeltanl  ;iu  moins  un  pjinl  limile,  letiuel 
appartient  à  tons  les  P„. 


I  iTi  <  Il  vi'i  I  Ki:  VII. 

ciisciuMi-  n.iif.iil  lioriK-   I'.  N<iu>  (lonnentiis  l.t  <l<liMili<iii  siiiN.iiilf  : 

Soit  /  {jf.  y,  ...)  une  jOnctitin  t/iscontinnr  t/r  plitsti'urs  fvi- 
litibles,  ufui'0(/ue  sur  un  vnscnihle  ptirfiiit  et  borné  P:  crtti- 
fonction  est  de  classe  i  sur  I',  si  elle  est.  sur  l\  l<i  liinitr  'l'une 
fonction  J„  eondnue  sur  I*. 

L  lie  fonction  est  eontinue  sur  V  eu  un  |>(»iiil  M  de  P  >i  sa  valeur 
en  ce  noinl  c>l  liinllc  (  finie)  tic  sa  valeur  en  un  |M>inl  tie  I*  infiniment 
\oisin.  lillc  esl  conlinue  sur  I*  si  elle  esl  c(jnlinne  sur  I*  en  clia(|ue 

piiint    lie   1*. 

M.  I.>  lionne  a  énonci-  le  tlM-orriiie  sui\anl  <  ')  : 

La  condition   nécessaire  et   suj/isante  pour  que   /",  supposée 

discontinue,   soit  de  classe    i   sit/-    W  est  t/ue   les  ensemblrs    de 

points  de  I', 

L(/>A),         t:(/<A) 

soient  des  soinnies  <renseiiihl('s  fermés  (piel  (/ue  soit   \. 

Il  .1  nmntié  aii5>i  ([iie,  si  Ton  sait  cllecluer  la  (lfC(>ni|ioMtinn  en 
Sommes  d'ensembles  fermés,  on  peu!  résoudre  l«'  proMèine  di- 
Haire,  c'est-à-dire  conslriiire  une  ("onelion  continue  f„  (|ni  tend 
vers  y"  |)oni'  //  =  'Ji. 

Nous  allons  retr(Mi\erces  ré-sultats,  mais  en  |»roei'ilanl  autrement 
ijue  M .   I.elics^ue. 

Il  i.  Théorème  direct  de  Lebesgue.  —  Si  la  Jonelum  J  est  de 
classe  I  sitr  W  les  ensembles  de  points  de  I' 

K(/>A),         K(/<Ai 

sont  sommes  d' ensembles  fermes. 

Il   sullit  de  (•(Ui'^idé-i-cr   )•](/>  A). 

Soient  y,,  /j /„.  ...   la    suite  «les    fonctions   conliinu's  leii- 

<lanl   vers/,   et   e,,  i-..  ...,  £a,  ...   une    suite   «le   n(HiilM«'s    jMtsitifs 

(lé'croissanU  el  tendant  vers  zéio.  I)ésii;nons  itar  I-    l'enscmlde 

♦ 

K*=  K(/„;:  A-^ex). 


(')  Sur    iiiir    |ii<>|>ririr   r.irurlrri<>l ii|iir   (1rs  f.imlioii»    ilc  rlti<«NC    i     {Huit.    .Soc. 
mat  II.,  \if>'>  ). 
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Cet  ensemble  est/e/v/iri  |niis([iie  f„  est  continue.  Un  point  où  Ton 
ay>>A  et,  par  conséquent,  />\  +  £/,  à  partir  d'un  indice  k 
assez  grand,  appartient  à  tous  les  ensembles  E^^,  E^_^,,  ...  à  partir 
d'une  valeur  suffisamment  grande  de  n  et  il  appartient  alors  au 
produit 

qui  est  fermé.  Réciproquement,  f  est  >>  A  en  un  point  de  F^^. 
Donc  l'ensemble  E(/>>  A)  est  la  somme  de  tous  les  ensembles 
fermés  F^,')  où  n  et  k  prennent  toutes  les  valeurs  entières. 

115.  Fonctions  de  classe  1  qui  n'admettent  qu'un  nombre  limité 
de  valeurs  dififérentes.  —  Considérons  une  fonction  f  qui  n'est 
susceptible  que  d'un  nombre  limité  h  de  valeurs  différentes 
ai<ia.2,  ..  -,  <^(i/,.  Nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f  soit  de 
classe  I  est  que  chacun  des  ensembles 

E,-=E(/=a/)        (t  =  i,  '2,  ...,  /(.) 

soit  une  somme  d^  ensembles  fermés.  De  plus,  si  celte  décompo- 
sition est  connue  pour  chaque  E,-,  on  peut  résoudre  le  problème 
de  Baire  pour  f. 

La  condition  indiquée  est  nécessaire  en  vertu  du  théorème 
direct  précédent.  En  effet,  E,  est  le  produit  des  deux  ensembles 
sommes  d'ensembles  fermés 

E(/>a,-_,),  E(/<a,-+i)- 

Nous  allons  prouver  que  la  condllion  est  suffisante  en  résolvant 
le  problème  de  Baire,  donc  en  construisant  une  fonction  con- 
tinue /„  qui  tend  vers  /. 

A  cet  efïet,  désignons  par  H^'  l'ensemble  qu'on  obtient  en  limi- 
tant à  ses  n  premiers  termes  la  somme  d'ensembles  fermés  qui  a 
pour  limite  E,  pour  71  =  00.  Ainsi  l'ensemble  H"  est  fermé  et  a 
pour  limite  E/  quand  n  tend  vers  l'infini.  De  plus,  il  est  contenu 
dans  E/.  Deux  ensembles  H"  et  H"  sont  donc  sans  point  commun 
et  à  distance  non  nulle  l'un  de  l'autre. 

Nous  pouvons  définir /„  de  la  manière  suivante  : 
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l'.ii  tin  |Miiiil   M  <l  un  (li'«  rnsfinhlrs  ||",  niniN  posons 

\-A\  lin  |iiiint  M  cmIii  «le   ir^',  H'' H^,  donc  à  des  distances 

non    milles,   o,,    o^.    ...,  O/,,    «le    cIkuiiii   ilr   ces    cnscinitles.    nous 
posons 

Oi  Oi  0/, 


A  = 


I 

0/, 


I)eii\  0  ililTéi-ents  ne  peuvent  tendre  siniiiltauémcnl  vers  zéro. 
I)iiiic  /„  (si  une  fonction  conlinm-  du  jioinl  M  ipii  tend  >ers  Oi 
(juand  0|  tend  vers  zéro. 

Il  est  clair  <pn'  /„  Iciid  \  fis  /' {|ii:i  ml  //  tend  \eis  linliiii. 

^i  la  décomposilioii  des  ens<'inl)lcs  11/  en  soinnics  d  eiiscinliles 
lriiii«''s  n'est  pas  Connue,  la  solution  du  prohlènic  de  Haiie  dt'-pend 
de  la  suIiiIkui  du  pr(dilriue  auxiliaire  (  (|ui  (oiirniia  ccttr  dectuiipo- 
siliim  I  et,  par  consécpieiil.  elle  exi^e  en  j;énéral  1  intei\  ciitiuii  du 
translini. 

ISous  avons,  en  ellei.  diuis  le  cas  aclnel, 

I^a  Scdulioii  du  pidlilciiK'  aiiMliairc  nous  loiiiiiit  la  decoiiiposilKm 
de  I'  m  <!',-:  •!•..•-...  où  les  <!•  sniit  des  suninics  cn/uiurs  J  l'it- 
seinhli's /murs.  (]cs  ensembles  «I>,  sont  extraits  iespecli\einenl  des 
ensenildes  I',  et.  dans  le  cas  aclnel.  sont  respecli\ enienl  identiques 
àcen\-(i,  puis(pic  cciix-ci  ii  empiètent  pas  <  n"  l|().  a"». 

Ile».  Théorème  (  '  i.  —  Soil  j  iinf  fi>n<lii>ii  lunnrr;  si  /ts 
eusenthli-s 

K(/>A),         K(/<A» 

sont  ilrs  sontmcs  t/'cnsmil/lrs  /r//nis  t/tti/  ijnr  smi  \.  i/onc 
(ou/ours  SI  f  rsf  t/i-  1,1  rldssc  i  (ii"  III),  un  l>ritt ,  ifiit'l  tjin'  soit  z 
fittsitil  (lnnni'\  ilrli-rminrr  iiiw  fonction  do  clttssc  \  t/iii  nr  f>n'n</ 
</!/  iiit  noiiihif  liniili  d,  in/ri//s  //ij/v/cntcs  et  </tti  est  (''i;<ilc  à  / 
If  ni'itns  f/r  z  firi's. 

('^  i'.K  llirurciiu*  c»l  ilutivréiii. 
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Partageons  l'intervalle  des  deux  bornes  de  ,/  p;ir  une  échelle  de 
nombres  croissants 

an,        «1,        rto)         •  •   •)        «/.)        ''</.-Hli 

dont  les  dilTérences  soient  <^  z.  Désignons  par  E,  l'ensemble 

E,=  E(rt/_i  </<  a,+  i .)  —  E(/>  «i-i  )  l^(/<  «i+i). 
Nous  aurons 

(i)  P  =  E;+EoH-...-t-E/, 

et  chaque  ensemble  E/  est  somme  d'ensembles  fermés,  car  c'est  le 
produit  de  deux  sommes  d'ensembles  fermés  par  hypothèse.  Donc, 
en  vertu  du  corolhiire  (i")  du  théorème  auxiliaire  (n"  110),  la 
décomposition  prévue  dans  ce  théorème  est  possible  pour  P;  et  nous 
pouvons,  des  ensembles  E/,  extraire  des  ensembles  ^i  sans  point 
commun  deux  à  deux  et  sommes  d'ensembles  fermés,  tels  que 
l'on  ait  encore 

(a)  F  =  *i -+-<l>2-f-. .  .-1-*/,. 

Définissons  maintenant  une  fonction  cp  égale  à  ai  dans  4J/,  cette 
fonction  est  égale  à  f  à  moins  de  t  près  sur  P  et  elle  est  de  classe  i , 
en  vertu  du  théorème  |)récéd-"nl  (u°  llo). 

Ea  possibilité  de  la  iormule  (2)  est  démontrée  sans  l'emploi  du 
transfini,  mais  la  construction  des  ensembles  $,,  $2,  ...,  dépendant 
de  la  l'ésolution  du  problème  auxiliaire,  réclame  en  général  son 
intervention. 

117.  Théorème  réciproque  de  Lebesgue.  —  Toute  fonction 
discontinue  f,  telle  que  les  ensembles  E(/>>  A)  e^  E(y*<;A) 
soient  des  sommes  d'ensembles  fermés  quel  que  soit  A,  est  une 
fonction  de  classe  i . 

Nous  allons  établir  cette  proposition  et  montrer,  en  même 
temps,  que,  si  les  ensembles  fermés  sont  connus,  on  sait  résoudre 
le  problème  de  Baire. 

Remarquons  d'abord  qu'il  suffit  de  faire  la  démonstration  pour 
une  fonction  /"bornée.  En  effet,  si  nous  posons 


ef 
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I.i    liiiKlioli   -j,    est    Ikiiikt   ri    les   cii^rmldcs    E(9>A),    K(3<;A) 

sonl  (en  luT'int:  Iciii|in  (|ih  les  pircZ-dents)  sommes  d'ensembles 
fermes.  Il  suffit  îil<»rs  iK*  jnouvcr  le  lln-oi-rme  pour  'j,  car  si  c  est 
limite  de  fi>nt'ti<»ns  coiitimifs,  /  I  est  ;iii>si.  Nous  supposerons  donc 
hi  l(Mn  lidu  f  l»<»rn»''«'. 

Soit  î,  la  Iturne  sujK'ricure  du  module  dv /.  (Considérons  une 
série  posilixf  loiiv  <i  i.miiI<'.  ;"i  ii-rriK-s  décroissants,  commençant 
par  c, 

Nous  p<»u\(tiis.  puni-  (  li.iipic  indice  /;,  construire  une  fonction /„ 
de  classj'  i,  ne  preuiinl  (pTuii  nnmbre  liniit»'-  de  \;denrs  dillV'rentcs 
cl  telle  (pion  ait  {^n"  1  Hii 

Nous  (dilenoiis  ;iiii>i  le  dcv  eloppeiiieiil  de  /' en  séi"ie  alts<d  il  nient 
converyenle 

/  =  /•  --  ^A-/i  )  ^.  .  .-4-  (/„       /„_,  I  -+-.  .  .. 
(  ,inisidt'-i(iii>  Il  IdtM  I  mn 

'i  "  ^^  J"      J  n~\  \ 
sa  valeur  ;il>-.iiliie  est  ■<  '^î//.  car  on  a 

\fn  -fn     ,  I  :.  \fn-f\  -^  \f-Jn^  \    <  l,.^  ,  -  S„ 

et  ceci  reste  vrai  pour  //  =.  i  en  posant  /o  —  *>. 

D'autre  part,  la  fonction  '^„  est  de  el;isse  i  et  ne  pieml  (pruii 
noiultie  liiiiilt'  de  \;i|eiii><  dillVieiil  e-..  Non»  pouvons  doiii'.  piirle 
procédé  du  u"  I  15.  délinir  une  (onelioii  cimlinue  z,,,/,.  (pii  tend 
vers  'i„  quand  f)  t<;nd  vers  rinliui.  el  (pii.  par  son  uuule  de  cous- 
IriK  tinn   imiiie.  sera   (avec  'i„  i  de  inodiiU»  -^2£„.    |-'oiiuons  alors 

l.i   loin  linii   (  iiillllille  I  sdiiniir  de  /'   Ici  iiir^  i 

<{'/i=  'fi/. -t-  ?!/>-+-•  •  •-+-  ?/./i: 

les  termes  de  celle  souiuiesoiil  iiifii  icui  s  ;t  ceux  ,],•  im'iiu-  rant;  de 
la  séri<-  posiiiM-  convergente  u  ;,  i  a^a  4- —  (ici le  somme  converge 
d«»nc.  (piand  />  h-ml  veis  l'inliui,  vers  l:i  «.('lie  s, -f- 5,  4- . . , .  r',«s|- 
ii-dire  \ersy.  |)iim(    /"est  de  classe   1. 

(<elle  d('-monslration  l'Ialtlil  le  lliem  i-me  -«.iiix  iiilci  \  eulion  du 
tr.insfini.  l'JJc  fournil,  en  (uilrc.  la  ^dnlion  du    projilcinc  de    haire, 
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qu'elle  ramène  à  des  résolutions   successives  du  problème  auxi- 
liaire. Mais  celles-ci  font  généralement  appel  au  transfini. 

118.  Corollaire.  —  Si  f  est  déclasse  i  sur  V  parfait,  la  fonc- 
tion F,  égale  à  f  sur  P  e^  à  une  constante  a  partout  ailleurs^ 
est  de  classe  i  sur  le  continu. 

Pour  prouver  que  F  est  de  classe  i,  il  faut  prouver  que  les 
ensembles  E(  F  >  A),  E(F  -<  A)  sont  sommes  d'ensembles  fermés. 
Les  ensembles  E(/>>  A),  £(/"■<  A)  contenus  dans  P  sont  tels  par 
hypothèse.  Les  précédents  le  sont  aussi,  car  ils  sont  les  mêmes  que 
ceux-ci,  ou  s'en  déduisent  par  l'addition  de  l'ensemble  ouvert  CP, 
qui  est  somme  d'ensembles  fermés. 


5.  —  Théorème  de  Baire. 

119.  Théorème  préliminaire.  —  La  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  f  soit  de  classe  ^i  sur  P  est  que.,  quels  que 
soient  les  deux  nombres  a  et  b  {a  <C  b)  et  V ensemble  parfait 
Q  <;  P,  Vun  au  moins  des  deux  ensembles  de  points  de  P  : 

(I)  E(/>a),         E(/<6), 

dotit  P  est  la  somme,  soit  compact  sur  Q. 

Cette  condition  est  nécessaire.  S^  /  est  de  classe  i,  les  deux 
ensembles  (i)  sont  sommes  d'ensembles  fermés  et  P  est  la  somme 
de  tous  ces  ensembles  F.  Cette  somme  contient  Q  et  est  donc 
compacte  surQ,  ce  qui  n'a  lieu  cjue  si  l'un  des  ensembles  fermés  F 
est  compact  sur  Q  (n"  107).  Mais  alors  celui  des  ensembles  (i)  qui 
contient  cet  ensemble  F  est  a  fortiori  compact  sur  Q. 

Montrons  maintenant  que  la  condition  est  suffisante,  et  pour 
cela  que,  si  elle  est  remplie,  les  deux  ensembles  (i)  sont  sommes 
d'ensembles  fermés.  Il  suffira  de  prouver  cette  propriété  pour  le 
premier  ensemble  E(y>a). 

C'est  la  conséquence  du  théorème  auxiliaire.  Considérons  une 
suite  de  nombres  décroissants  6|,  62,  ....  bu,  ■••  ayant  pour 
limite  a.  Nous  avons,  quel  que  soit  /?, 

P  =  E(/>a)-i-E(/<^,). 


I  >  »  I  IIMTMU;    \  II. 

.Nhii»  l.i  roiidilidii  (In  llMturiiii'  actuel  esl  |tr«*fisi'-ineiil  «elle 
demanil»'»'  «laiis  !«•  lliéorriiu'  aiixiliaii  c.  l'aile  assure  la  poMliilil»-  dt* 
faut'  la  (iccoiiipdsitiMM 

I'  —  «!>'  —  «1»' 

(Je  I'  en  deux  cnscinltlos,  soiniiies  <l  enseinhlrs  Icriins  rxirails 
respe(li\ein<nl  <l«'  K(  /'>r/»  cl  Et  /<^  /»„).  Mais  tout  |)<iiiit  de 
li(f^a)  est  e\elii  de  \'.(  f  <^  i/„t  (^donc  aussi  de  •l>,^  i  |Hnir  une 
\  a  leur  assez  i:riiiide  de  //.  el  il  a|i|iai  lieiil  alors  à  <\\.  (  )ii  a  donc 

K(/>«)=V.1.;, 
Il 

ce  (jui  e^t  une  <(iinine  d'euseinltlis  fcinn'-s. 

hi<>.  Fonctions  totalement,  ponctuellement  discontinues  sur 
un  ensemble  parfait.  —  I^iut  I'  nu  eiiseinlde  parlait  et  suit  /*  nue 
lonclioa  liuie  et  uui\<»(|ne  -ne  I'.  \.' nscil hitioii  de  /"eu  nu  p<nul  M 
de  P  esl  la  liinile  de  I dsi  ill.iliou  de  /  >ur  I*  dan-'  nu  d(nnaiue 
infiuiuieiit  |)etil  de  erntie  M.  (l'est  doue  nu  iminliK    uni  ou  |i(isilil. 

.^1  ro^eillatnui  es|  nulle,  la  UnwXxon  f  v^i  von  I  m  ne  un  j'oiiil  M. 
."^i  Inseillalidu  e>»t  >•'>.  la  ItiuiiiiMi  «-si  f/isco/ili/itir  au  /xii/if  M  et 
le  p<unl   M  ol   nu  puiiit  de  ilisitmli  n  ilih'  (^sur  I'  i. 

<  )ii  s  aperçoit  iiiiiiu-diateiueiit  (pi  nu  ptuul  de  I*.  (|ui  est  liiiiilede 
points  (m'i  ruseillatioii  de  /  esl  ~  î  positif,  ot  un  p«uut  (pu  jouit  de 
la  inr-iue  proprit-tt'.  I)(Uie  /'cnsrmhir  f/i's  /mi/i fs  dit  l' tisrilhition 
(le  f  est  ^e  est  un  cnscnihlr  fcnnr. 

F)ounons-noiis  une  suite  jM»sitive  s,.  £.,. sa-  •  •  •  dec  idiN>;iule 

<  I  leiidaiit  \ers  /«'•ro.  Soit  V.i,  l'eiiseinhle  des  points  de  diseoii- 
linnili'  ou  I  o^(  illil  imi  de  /"  est  '^'îa-  ^''I  en»einlile  e>-l  leriiK-. 
!^oil  {•,  I  in»endile  de»  p<uiil->  ilr  ili-(  <  ml  i  nu  ih  df  /.  (  .el  cu-eudde 
e>>l    I.i   si,iiiinr  "le-   nrfcid'Mil  - .   doue 


V  |... 


I  )e   1,1   le   tliror/'iiK'   •«  U  I  \  a  il  I 


/,  iiisfnililr  ilrs  /jnints  de  <li\iun ti'ii nitf  <h'  f  sur  I'  rsf  u/u- 
.soumit'  d't'useutbles  fermés  (  '  ». 

I    •  .1  I  .    //(///.      S,„  .    iilillll..     Ii,n'l. 
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Nous  donnons  maintenant  la  définition  suivante^  qui  est  fonda- 
mentale : 

Une  fonction  discontinue^  mais  finie^  J\  est  totalement 
discontinue  sur  P  ou  ponctuellement  discontinue  sur  P,  selon 
que  ^ensemble  E  des  points  de  discontinuité  est  compact  sur  I*, 
ou  ne  l'est  pas. 

Sauf  la  manière  de  la  formuler,  cette  définition  est  due  à 
M.  Baire. 

Si  /est  totalement  discontinue  sur  P,  V un  des  ensembles  E^ 
est  compact  sur  P. 

En  effet,  si  aucun  des  ensembles  fermés  E/t  n'était  conijDact 
sur  P,  leur  somme  E  ne  le  serait  pas  non  plus  (n"  107)  et/  ne 
serait  pas  totalement  discontinue. 

Réciproquement,  si  aucun  Ea  n'est  compact  sur  P,  la  fonction 
finie  f  est  ponctuellement  discontinue  sur  P. 

121 .  Théorème  direct  de  Baire.  —  Si  une  fonction  finie  n'est 
pas  de  classe  ^  i  sur  P  parfait.,  P  contient  un  ensemble  par- 
fait Q  sur  lequel  f  est  totalement  discontinue. 

Appliquons  le  théorème  préliminaire  (n"  119).  Nous  pouvons 
déterminer  deux  nombres  «  et  6>«  et  un  ensemble  parfait  Q<P, 
tels  qu'aucun  des  deux  ensembles 

E(/>a),         E(/<6), 

ne  soit  compact  sur  Q  (sinon  y"  serait  de  classe  ^  i). 

La  fonction  /  est  totalement  discontinue  sur  Q,  car  elle  est 
discontinue  en  chaque  point  M  de  Q.  En  eflet.  M,  qui  n'est  inté- 
rieur (sur  Q)  à  aucun  des  deux  ensembles  précédents,  esta  distance 
nulle  des  deux  complémentaires  (sur  Q)  où  l'on  a  respectivement 
/^a  el  f^b.  Donc  l'oscillalion  sur  Q  au  point  M  esl^b  ~  a. 

122.  Théorème  réciproque  de  Baire.  —  S' il  existe  un  ensemble 
parfait  Q  <  P  sur  lequel  une  fonction  finie.,  /,  est  totalement 
discontinue  f  n  est  pas  de  classe  i  sur  P. 

Si  /■  est  totalement  discontinue  sur  Q,  on  peut  assigner  un 
nombre  £/,  >  o,  tel  que  Tensemble  E^  des  points  où  l'oscillation  de  / 


IJ  ',  CIIM-lllli:    Ml. 

MIT  ()  est  ^  E;j,  Soil   coiiiiwitl  siil-  (  J  (  II"  1;2()).  Soil  M  II  II   |i()iilt   «le  I""aQ 

intérieur  mu  <  >.  Il  i>l  If  mitrr  il  un  (Inniiiim-  A  l«l  iim-  I  riiscmlilr 
|);ii'fiii(  (^)A  it|'|iiUli<"iHie  ;i  \\k-  I..  «••^'iHalioii  <I«-  /  -m  (  >  csi  ;i|<irs  ^  e* 
en  (ont  |Htint  «le  ^^^A. 

S«»ieiil  <ï  el  b '^  a  «Iciix  iitimluo  ilc  «lillerence  <;  e*.  L'eiiseinliK' 

E(a  </<ln  =  K(/>  a)  E(/<  A) 

i\o  sci;i  |>;f<  «•oiii|iiMt  sur  ^^A,  tai'  I  «)Scill;ilii»M  d»'  f  sur  (^>  serail  <^  tf, 
«n  un  |Miiiil  de  ()  inh'rieur  ;i  eel  ensenililc  sur  <^)A. 

Mais  I  t'iisi  iiililf  I*  is|  mil-  soiiinu'  il  eiiseiiiMes  de  la  finine 
\\((i  <^  f  <^  h j.  car  «tn  peut  eoinrir  loul  le  domaine  de  \arialion 
de  f  avec  d«'s  interxalles  u/,  Ai  eonstîeutifs  el  en)|)i«''laiils.  Donc 
ces  enscinhie-.  m-  |iiMi\rnl  Tire  lous  sommes  d"<'nsenil»le>  fernu'S, 
car  ces  ensembles  fermés  étanl  non  com|>acls  sur  QA,  en  même 
temps  «|iie  leurs  sommes  partielles  K{(i  <i  f  <ilA.  leur  somme 
•générale  V  sérail  non  compaet(;  aussi  (n"  107).  Au  ««inlr.iiie,  ()\ 
est  <<  I*  |i.ir  li\  poilii'se.  Les  ensemliles  E(y>-a),  \L(/<Cb)  ne 
sont  «loue  pas  Ions  «les  sonimes  d'ensemhles  fermés  (car  leurs 
pr«jduits  ne  le  sont  pas  tous),  el   f  n'csl  pas  de  classe  i . 

I)e  là  I  «•noM««'  ili-  lîaiic  : 

I^ii  comliliiin  néit'ssdirc  et  siijfisimtf  fimr  i/n  une  fonction 
discontinue  finir,  J\  soit  de  c/dssr  i  su/'  V  hnrnr  el  jntrfdil .  est 
qu'elle  soit  ponetuellenient  diseanlinue  sur  faut  en'ienihle  pur- 
fait  (><P('). 

\''1'.\.  Remarques  sur  diverses  démonstrations  du  théorème  de 
Baire.  ■-  ( -e  In's  remartjuahie  llnoi  fiue  a  él»'-  «li'-m«)nlré  par 
M.  iJ.iii  r.  dans  sa  Tli«»se  (  i  8()()  ),  par  un  pi-oe<''(|«'' direct  «le  n'-solution 
du  pioliliiiie  aii<|iitl  ii<iii>  a\(uis  donni'  son  iiom.  (".elle  prcuilt-re 
<li-ui«in>tr.ilion  se  Itoinail  aux  lonclions  d'une  seul«'  xanalile. 
M.  l.«'l)«'sj;iie  a  prouNt-  le  lln-iuéme  pour  les  Auu'lions  «l«'  |i|iisieur> 
varialiles,  dans  iiiir  Note  des  ('  iiutptes  i  end  us  d('  i  Acddèinie  des 
Scteiiers  (  in.irs  i.S«>«ji,    par  un   procédé  «le  rétiuclion  au  «as  irun«' 

(')  l»aiM  l<iulr  relie  llléoric,  iiou»  avon*  siippo»)'*,  pour  plus  «le  «larl«>  cl  «le 
•licnplirili-,  i)ur  I'  e»l  l>iirn«^.  Ollc  liypiilli<-HO  w'csx  pas  cs-n-nlirllr.  M  llairc  a 
aii«»i  (;ciii-i;iii»é  les  liiliiiitionH  «Ir  tii;iiiii-rc  i|iic  s»n  lliéon^inc  subsiste  pour  f 
inrinic  (  Leçon»,  ii|o5  ). 
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seule  variable.  M.  Baire  a  étendu  peu  après  sa  niélliode  j)rimilive 
de  démonstration  aux  fonctions  de  plusieurs  variables.  Enfin  il  a 
donné  une  exposition  systématique  de  celte  théorie  dans  ses 
Leçons  sur  les  f onctions  discontinues  de  igoS. 

La  méthode  de  M.  Baire  lait  appel  au  transfini.  On  doit  à 
M.  Lebesgue  plusieuis  démonstrations  du  théorème  de  Baire;  ces 
démonstrations  n'impliquent  pas  la  notion  du  transfini.  La  première 
constitue  la  Note  II  des  Leçons  sur  les  fondions  de  variables 
réelles  et  leur  représentation  par  des  séries  de  polynômes  de 
M.  Borel.  Cette  méthode  a  servi  de  point  de  départ  pour  les 
extensions  du  théorème  dont  nous  allons  nous  occuper  dans  le 
Chapitre  suivant.  Une  autre  démonstration,  cpii  conduitau  théorème 
de  Lebesgue  dont  nous  avons  parlé  au  paragra|)he  précédent,  a  été 
publiée  en  iQoS  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France.  Mais  les  méthodes  de  M.  Lebesgue  ne  donnent  pas  la 
solution  du  problème  de  Baire. 

La  méthode  que  nous  avons  exposée  ici  est  une  sorte  de  synthèse 
des  méthodes  précédentes.  Elle  complète  celles  de  M.  Lebesgue, 
et,  par  l'introduction  du  théorème  auxiliaire,  elle  simplifie  nota- 
blement celle  de  M.  Baire. 


(  I  ) 


CIIAIMIIU-:  Mil. 

KO.\CTl<>N>  I«l.  <;IASSK  a. 
NhlIInNS   GKNKUVUSKKS    l»l     I.l.ltKStjl  l.    Kl    KK    IJMHi: 
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I^i.  Définition.  —  L'exlension  aux  fonctions  de  classe  (jiicl- 
coniiiiL'  ilt'y,  ii''>iillals  ohlciins  au  Cliajiilre  précédent,  pour  celles  df 
«lasse  I.  a  été  faite  par  M.  Lehesgue  dans  son  important  Ménioin 
du  Journiil  (II'  MdllutuiitiijUi'S  (njo^V  M.  I  .il)e>i<;ue  a  considéré  | 
les  fondions  de  classe  a  sur  un  domaine.  .Nou«i  li-ouvons  plus 
simide  de  les  tlélinir  sur  un  enseinMc  horné  et  parfait  I*,  comme 
nous  l'avitns  fait  an  (lliapiire  prt'-et'-denl  pour  les  fonctions  de 
classe  I . 

Nous  dési};nons  donc  par /(^r,  )',  r-,  ...)t)n,  |)lns  «-impl<  inenl, 
p.ir  f  une  fonction  uni\(Kpie  sur  un  ensemble  parfait  1*  (avant 
autant  de  dinlen^ion^  ipi  d  \  a  tie  vanaliles)  et  nous  consid(>ron^ 
exclusivcinent  les  points  de  I',  tan!  (pie  \y  conliaire  n'ot  pa> 
e\pli<°ileiiienl  dil . 

I  ne  fonction  /  i  lime  on  non)  e^l  di-  classe  a>osnrl*M  (die 
e^l  limite  tle  f()nclion^  de  cla«-ses  <C  ^  et  n  est  pas  elle-nièine  df 
tdasx*  --^  7..  l   ne  lonelion  continue  sur  I'  esl  de  (dassj'  o. 

iNoiis  allons  <-l,dilii  un  ciiiain  noinluc  d<'  propriétés  fondamen- 
tale"» des  loiiclionx  df  classe  7.  <pii  coin|il<l  eroni  celles  dr|.i  don- 
ni'*e>  precid<iiinitiil  <  n"  l>  i  ) . 

l'J.'i.  Tlieorèmes.  i"  >>i /  i's{  t/r  r fasse  r'^  n  sur  l*  /xir/nii, 
iini'  f'ifu'tinn  ■:,,  f'jiili'  Il  f  sur  I'  ri  </  /</  iinislnnlt'  ii  fx!/  (niil 
(lillriirs,  rsl  ilr  rlassi'  a  sur  Ir  run/inii. 

(  .!•  lli('*orème  est  di'-jà  denionlrt-  pour  la  liasse  i  ^^  n"  IlSl  et  il 
s  étend  .oi\   antres  «las>»es  p;ir  |c  procède  ii.dnincl  de  récniience. 
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Oa  |)Ose  toutes  les  fonctions  égales  à  a  liors  de  P,  ce  cjui  conserve 
leur  classe. 

Ce  théorème  est  évldeninieiil  inexact  pour  a  =  o.  Dans  ce  cas, 
il  j  a  lieu  de  lui  substituer  le  suixanl  : 

2"  Si  f  est  continue  sur  P,  on  peut  définir  une  fonction  '^ 
partout  continue  et  égale  à  /sur  P. 

Définissons  'f  i  M)  comme  égale  à /(M)  en  un  point  M  de  P.  11 
reste  à  définir  o  en  un  point  M  du  complémentaire  CP  de  manière 
que  'j>  tende  vers  /"quand  M  tend  vers  un  point  de  P. 

Remarquons  d'abord  qu'on  peut  extraire  de  P  un  ensemble 
dénombrable  D  ayant  P  pour  dérivé.  Il  suffit  pour  cela  de  couvrir  P 
d'un  réseau  (n"  54)  et  de  choisir  un  pc^nt  de  P  dans  chaque 
maille  qui  en  contient  au  moins  un.  Nous  désignerons  par  M), 
M2,  ...,  M»,  ...  les  points  de  D. 

Soient  maintenant  M  un  point  de  CP,  0  sa  distance  à  P,  A  un 
domaine  de  rayon  20  et  de  centre  M,  /■„  la  distance  (qui  peut  être 
nulle)  du  point  M„  au  complémentaire  CA.  Nous  pouvons  définir 
^(M)  dans  GP  par  la  formule 

.^(M)  =  J 1 i: 


En  efFet,  le  numérateur  el  le  dénominateur  (positif  dans  CP) 
sont  des  séries  uniformémenl  convergentes,  et  sont  (avec  /"i, 
y'o.  . .  .)  des  fonctions  continues  du  point  M.  Donc  o  est  continue 
dans  CP.  Sa  valeur  est  moyenne  entre  celles  de  /  dans  A.  Quand 
]M  tend  vers  un  point  de  P,  A  tend  vers  zéro  avec  0  et  t;  tend  versy. 

126.  Opérations  sur  les  fonctions.  —  i'^  Les  sommes  et  produits 
{limités)  et  les  différences  de  fonctions  finies  de  classes  S  ^-  sont 
de  classe  ^  a. 

Li  démonstration  se  fait  par  récurrence  et  est  connue. 

1"  Si  fi  et  fo  sont  finies  et  de  classes  ^a^  et  si  f^  ne  s'annule 
pas  sur  P,  le  ciuotient  /*,  :  f-,  est  de  classe  ^a. 

Le  théorème  est  connu  pour  a  =  o.  Montrons  (ju'il  est  vrai  pour  a, 
s'il  est  vrai  pour  les  classe»  antérieures. 


l-iH  '  "  Vl'ITKi:    MM. 

Soil  £|,  ïj,  ...,  £/(.  •..  im*^"  siiilc  |i<»Mli\«'  Icmlaiil  \«t>«  /«to.  .Siip- 
pusons  i|ue/i  et/j  st)ieiil  ics|)«m  li\tiii«iil  liimlrs  pdiir  //  =  x  tlf/tn 
el  /"^.„  (iuies  el  <1«'  rl.»>>es  <  a.  Non»  |t.)ii\uus  .-.  rirr 


f\  f\  fi         ■•        .fiii/î» 

—  Itin 


Ce  tlrniifi-  (|iK)lifiil  f«l  <l<-  (•l;i>v«-  <  '/  |>iii  li\  potlM-si'.  pant'  <pic 
son  (l('iioiiiiii.iU'iir  iir  s;intiiile  j>as.   (<■  (pii  |ir<)M\<'  la   proposilictn. 

3"   >'/" /\/i.  /...  ...  I  '•*/  mnliniii'  sur  un  i/isf//i/i/f  purluit  (J  de 

l'esjuice  /, .  /, cl  si  f,{.i\  y,  .  •  ■  )..  fi  (^ , y,  ••■,*'  ■  ■  ■  ^'""  <^e 

classes  a  .v///  I'  />n/fffi/  dans  l'espace  jr.  j  ,  ...  ;  5/',  e/i  outre,  le 
point  (  f't./-2.  .  .  •  )  varie  dans  ()  ifuitiid  le  point  (.r.  y.  .  .  .  i  varie 
dans  W  alors  la  fonriinn  /i/\,  /■>.  ...)  de  x,  y,  ...  est  de 
classe  1 1.  sur  V . 

I^a  déinOMSlralion   lialiitiiclle  par  léciincnce  se  iail    -aii^  dilli- 

cuh«'',   à    coiuliliun    «le    pouvoir  considi'rcr    /  (/ , .    /;..    ...I    toinine 

parlonl    (•iinlimic  iliiii>    l'espace  /,,   /j Mais  ceci   esl    ptrmis, 

|);ir  If  lli('-oirine  >."'  du  n"  l^o. 

1-7.  Fonction  intermédiaire.  —  (  ioiisiilti«»ii»  Iroi-.  («»tHliiiii>  /, . 
/j.  /  :, .  Si  le  II  is  valeurs  sonl  (li>liiieli'S  au  point  M.  il  \  <ii  a  une  (pi  i 
est  iut'i  Miidiaiie:  ilaiis  le  cas  c<iiitiaii«'.  il  v  a  au  iiuiiiis  deux 
valeur^  «•^.iles  cl  nous  dirctris  (piil  \  a  une  \  aleiir  d«uiblée.  Nous 
aj>prlons  /*f(/<r//o//  internu'diaire  j  cnli  e  /", .  /a- /:i '•'  'onelion  (pii 
lUfiid,  eu  (  liiipii"  point,  ctitt'  \aleiir  intciiui'diaii  r  ou  cette  valeur 
doiihii-e. 

(  )n  proiiM-,  iiar  le  p roc ('•(!»'•  i  «•eu rien I ,  la  propo>.ition  >.iii\  ;tiiit    : 

Si  1,-s  f/nis  Innetions  /, ,  /.j,  /";,  sont  de  classes  a.  la  four/in/i 
inhi  nirdiaire  j  est  aussi  île  classa'  '•  a. 

Non»  supposons  celte  piiipo»ition  rt.ildit'. 

(  ioiisidcnuis  !<•  cas  (m"i  d<-u\  d'^  lonclions  sont  des  rons|;inics  a 
•  1  l'  (a<ZO).  I.i  loin  lion  inlii  iiM'ili.in  (■  entre  a,  /.  h  <•*!  ce  <pie 
nous  axons  appelé  lu  j'oniliiai  /  horncc  à  a  et  h  {\\"  Wi).  .Nous 
rc;lrouvoiiN  dune  ce  piineipe  :  (in  n'clè\e  pas  la  classe  d'une 
fonction   f  m  humant  crltefoncliiai  (  n'  ili,   i"i. 
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128.  Théorème.  —  Soient  /,  et  /o  deux  fonetions  fiaies  non 
négatives  et  qui  ne  s'unnulent  pas  à  la  fois.  Leur  quotietjt  est  déter- 
miné et  positif,  mais  peut  être  infini.  Bornons-le  aux  nombres  o 
et  a  >  o.  Indiquons  la  fonelion  ainsi  bornée  par  le  symbole 

Je  dis  que  si  j\  et  f.^sonl  de  classesSc/.^  la  fonelion  précédente 
est  aussi  de  elasse  ^  a. 

Le  théorème  est  immédiat  pour  a  =  o.  Il  faut  l'étendre  à  la 
classe  a,  en  l'admettant  pour  les  classes  <i  a.  Donnons-nous  une 
suite  positive  S(,  £o,  ...,  tu,  ...  tendant  vers  zéro  et  désignons  par 
f\ni  fin  des  fonctions  de  classes  <i'y-i  finies  et  non  négatives,  qui 
tendent  vers/")  et/^  quand  n  tend  vers  l'infini.  Nous  avons 

lys  j  0  L/ 2'j^^  '=■11  j  0 

ce  qui  prouve  la  proposition,  le  dénominateur  du  second  membre 
ne  s'a nn niant  pas. 

129.  Convergence  à  moins  de  ;  près.  —  .'"Considérons,  d^une 
part,  une  fonction  finie  f  et,  d'autre  part,  une  suite  illimitée  de 
fonctions  y,  ,/o,  ...,/„,  ...  également  finies  sur  P. 

Nous  dirons  que  /«  converge  [pour  n  =  c»)  ve/s  f  à  moins 
de  £  près  sur  un  ensemble  E  <<  P,  si^  en  tout  point  de  E,  les 
limites  supérieure  et  inférieure  {pour  n  =  oo)  de  fn  sont  égales 
à  f  à  moins  de  z  près. 

Démontrons  le  lemme  suixanl  : 

Supposons  que  fni  de  classe  <<  a,  converge  [pour  n  =  gc)  versf 
à  moins  de  z  près;  que  'fn-,  de  classe  <  a,  converge  aussi  vers  f, 
mais  à  moins  de  e'.  2.  près  ;  ctlors  nous  pouvons  en  déduire  une 
fonction  <];„,  de  classe  <C  a,  qui  {pour  n  =  <x>)  converge  encore 
vers  f  à  moins  de  s  :  2  près^  mais  satisfait.,  en  outre.,  quel  que 
soit  n,  à  la  condition 

En  eflet,  nous  pouvons  définir  •]/„  comme  étant  la  fonelion  inter- 
V.  P.  9 


lin  I  IIAI'II  IIK    Ml 

in<-ill.lll<     tUllt'  l<>  llOI»   Inlicl  l'iiis 


J II  —       >       V"'      J  <i-*-    ' 


<  ;ii    If-  lieux    |»n'iniric>  oui    U'iii    plii-^  ^i:ni(li'  liinit<'  '=  f -\ Pt  les 

deux  (Iciimi  t's  li-iir  |(l(is  prlilr  IiiihUî       /  —  -  :  IoIIps  sonl  aussi  les 
ImUMi»  tli'N  liinilrs  (1   iiult'l*'!  iiiiniilloii  (le  ô,,. 

\'M^.  Fonction  à  i  près  de  classe  j  sur  P  (  '  ).  —  Vnr  fonction 
fiiili'  t  l'sf  >lr  fliissr  n.  sur  I*  //  :  près  si  elle  est,  sur  I*.  'V  /noms 
de  t  />/  rs.  limite  [pour  n  =:  y.  )  d' une  fonction  f„  de  cbisse  <[  r. 
Cetlo  (lélinltion  .su|)|)ose  donc  a>  d. 

Nousa\<)iis  le  lli('orrino  lomlinncnlal  >uivant  : 

Si  f  est,  à  t  près,  de  ciafse  y.  sur  P  </ueltjue  petit  ijue  soit  t. 
J^ est  de  c/(/ssc  \z  a  \///"  I*. 

hoimons  à  î   la  ^\\\\e  dos  \aliMiis  : 

III  I 

;V.  la  prcmiLMc  \al('ur  corresiMnnI  une  suite  île  lomlioiis,  île 
classes    <  y-,    converf^^eaiil   \ersy'  à   moins   de  -   près;    désignons 

celle    siiile    |i,il 

/m,     /m /.. 

\  la  tlenxiènie  \  aleur  eone-|ioiii|  une  su  île  analogue.  eon\cri;eanl 
\('i>  /  .1  inoin-  de  —  près   : 

.Al.    ./- Au.     •..  : 

a  la   Iroisieiiie,   une  siiile    <  (»ii\  er:;ea  il  I  vers  /  a   moins    <le  —près: 

/31.    .A...     ....    /.., 

I.ulin.  en  f^«'*néral.  à  la  /.'*""■  valeur  eoire>pond  une  siiile  eonver- 
geanl  \eis  f  .t  moins  de  --  pies  : 


(')  Cette  définition  cit  plus  générale  que  celle  donnée  par  M.  Lchrsf:  ne  (Journ, 
dt  Math..  i;)o'»). 
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Mais,  en  outre,  nous  pouvons  achnettre  que,  jDOur  k  =  2,  3,  ..., 
ces  fonctions  vérifient  la  condition 

|.A«— /(A-i)«|  =:^,  • 

En  effet,  par  l'application  du  lemme  précédent,  nous  pouvons, 
de  proche  en  proche,  réaliser  cette  condition  pour  k=2,  pour 
A- =  3,  .... 

Ceci  fait,  je  dis  que  la  suite  des  fonctions,  de  classes  ■<  a, 

,/lli     fiii       •  •  •  )     fnn, 

converge  vers  f,  ce  qui  prouvera  donc  le  théorème  fondamental 
énoncé. 

Nous  avons,  en  ellet,  pour  n  >  k, 

fnn  ^f/cn-+-  (  /(A--hl)n  — //.«  )  -f- •  .  •  H-  (fnn  ~f(n~\)ii)- 

Il  vient  donc,  à  cause  de  la  condition  précédente, 

fnn  'ifl<n  ^  :j7-p7  +  "^^  +  .  .  .  <  //,„  +  ^  ; 


I 
2 

et,  de  même. 


jnn'>Jkn         ^/^. 


Quand  n  tend  vers  l'infini,  fka  tend  vers  /  à  moins  de  —,  près; 

donc  fnn  tend  vers  /  à  moins   de  —j—:^  près.   Comme  A"  est  arbi- 
traire, fnn  tend  vers  f. 

Ce  théorème  général  renferme  des  cas  particuliers  importants  : 

5/,  quelque  petit  que  soit  s,  /  est^  à  moins  de  t  près,  égale 
à  une  fonction  cp  de  classe  ^a,  /  est  de  classe  ^a. 

En  effet,  o  est  limite  d'une  suite  de  fonctions  cp,,  o^,  ...,  On-,  •••, 
déclasses  <  a,  qui  convergent  vers  /à  moins  de  s  près;  donc/  est 
de  classe  a  à  s  près  quel  tpie  soit  s. 

La  limite  d'une  suite  uniformément  convergente  de  fonc- 
tions de  classes  <y.  et  la  somme  cV une  série  uniformément  con- 
vergente de  telles  fonctions  sont  des  fonctions  de  classe  y.  au 
plus. 


ili  <  Il  Mil  iu:  \  m. 

Il  siillii  (If  r«nisiil»*rcr  le  |iiciiiifr  cas.  Si  la  miMc  /, ,  f.^ /„,  ... 

il«-  f«iiulions  tie  fiasses  ;^  a  converge  unifoiiii«'iiienl  \<is  f,  celte 
fonction  /  est.  à  moins  de  e  près,  éjiçale  à  «iiic  funclion  /*„  de 
classe  ^a,  ce  (|ui  ramène  à  la  j)roj)osili()n  préccdenle. 


i.  —  Knskmiilks  O  y.x  F  hk  I.KUKsiaE. 

Ii)l.  Préliminaire.  —  Nous  connaissons  la  condition  nécessaire 
cl  Miflisaiiic  |iiMir  <|ii  une  fi>nclion  /  soit  de  classe  i.  Nous  con- 
naissons même  «ifiix  expressions  très  dillcrcnles  de  celle  condition. 
Iiinr  (iiii  ciMisliliic  le  llicoième  de  Lchcsj^Mie  (n"  I  \\\  >.  raiilie  (jiii 
consliliic  le  llicorème  de  liaire  (  n"  Vïl).  il  sayil  maintenant  de 
savoir  si  l'on  |mmiI  généraliser  ces  tlit-orèmes  et  obtenir  des  carac- 
tères dislinctifs  analof^ues  pt)ur  les  fonctions  de  classe  a.  Celte 
((uestion  a  été  étudiée  par  M.  Lehesj^ue  dans  le  Mémoire  cité 
(  i(>o5).  La  conclusion  est  (jiie  l'énoncé  <le  liaiie  ne  se  j^énéralise 
(primpaifailciiiciil.  cl  iioii^  v  lexiendions  dans  le  par.t^r.iplic  ^nj- 
\anl.  l'ar  contre,  on  peut  ohlcnir  une  j;én«rali>alion  aiic(|uatc  de 
i  énoncé  de  Lehesgiie,  et  c'est  de  cel;!  (pic  nous  allinis  d  alxnil  nous 
occuper. 

Ilappehtns  cpic  le  théorème  de  Lebesgue  caractérise  les  fonc- 
tions f  ipii  sont  de  classe  i  par  une  propriété  de  structure  des 
•  nstinhles  K(/'>-A),  K(/'<;Ai.  lesquels  sont  sommes  tCen- 
srmhles  fermes.  La  générali>aliiiii  de  (•<•  résultai  s'ohlienl  iiioNen- 
naiit  une  };i''iiéralisali(»n  <le  la  nolion  des  ensemMes  ouverts  el 
fermés.  O'  sont  les  ensembles  ()  cl  I"  de  Lebesi:iie.  (|iii  s<»iil  di'jà 
très  intéressants  jiar  eux-mêmes. 

Nous  allons  <lonc  définir  ces  ensembles  el  elinlier  leurs  pro- 
priétés. .Nous  ncjiis  ('•earteions  loiilefois  ib-  1  expose  de  .M.  Le- 
bes;;uc.  Nous  |)ensoiis  ipi  il  v  a  lieu  «le  moililier  b'-^'èirmeiit  ses 
ibliiiilioiis  el  nous  appiii'leroiis  (pielipies  iioii\e,iii\  icsidi.ils  ipn 
complé|>-iil   il   piceiseiil   les  siens. 

\'.\'l.    Définition  des   ensembles   l'"    et    •>    do    classe    i.  Nous 

considérons  un  ensenibb-  borne  ei  |i,ii  l.nl  I'  el  ile>  enseinbli*  <pie|- 
COn«pies  I'.  eoiileiuis  d.ilis  I'.  Les  I  oinphinelilaires  se  preiiiKiil  par 
r.ippoil  .1  1*. 
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Un  ensemble  E  est  fermé  ou  F  de  classe  a,  s'il  existe  une 
fonction  0,  définie  sur  P,  de  classe  $  a  et  telle  qu'on  ait 

(r)  E  =  E(e  =  o), 

c'est-à-dire  telle  que  E  soit  l'ensemble  des  points  de  P  où  la  fonc- 
tion H  est  nulle. 

Un  ensemble  E  est  ouvert  ou  O  de  classe  a,  s'il  existe  une 
fonction  B,  définie  sur  P,  de  classe  ^a  et  telle  qu'on  ait 

(9.)  E  =  E(0?^o). 

D'après  cela,  le  complémentaire  d\in  F  de  classe  a  est  un  O, 
et  réciproquement. 

Les  ensembles  F  et  O  de  classe  zéro  sont  fermés  ei  ouverts  au 
sens  primitif  (n°  lOo). 

Un  ensemble  F  ou  O  de  classe  a  est  encore  F  ou  O  de  toutes  les 
classes  plus  élevées.  Notre  définition  difl'ère,  en  cela,  de  celle  de 
M.  Lebesgue,  pour  qui  un  ensemble  n'est  F  ou  O  que  d'une  seule 
classe  a,  la  première  où  les  conditions  précédentes  ont  lieu. 

Il  est  utile  de  remarquer  que,  dans  les  conditions  (i)  et  (2),  on 
peut  supposer  la  fonction  B  bornée  (car  on  peut  la  borner  sans 
élever  sa  classe)  et  positive  ou  mdle  (car  on  peut  la  l'c.mplacer 
par  son  carré).  On  peut  donc  aussi  définir  les  F  et   les  O  par  les 

formules 

F  =  E(6  =  o),         O  =  E(0>o). 

^'^oici  d'abord  quelques  théorèmes  simples  sur  ces  ensembles  (')  : 

1"  L'ensemble  E  sera  F  de  classe  a,  s'' il  existe  une  fonction  f 
de  classera,  telle  qu^on  ait 

E  =  E(aèfib). 

En  elFet,  si  l'on  considère  une  fonction  continue  H  (t)  nulle  de 
a  à  ^  et  positive  ailleurs,  par  exemple  la  distance  du  point  t  à 
l'intervalle  (rt,  b),  on  a 

E  =  E[Of/)==o], 

et  0(/)  est  de  classe  <  a  (n"  126,  3"). 


(')  Les  deux  premières  propriétés  sont  prises  comme  délinilions  des  l"' cl  des  0 
par  M.  Lebesgiie. 
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'.*"  IScnsemhle  \\  sera  G  fie  classe  a,  s'il  existe  une  fonction  f 
de  classe  ^  a  telle  (jii'on  nil 

E  =  E(a  <f  <b). 

\a\  L'Ilcl.  si  l'on  c(tii>«i(l«"'i('  iiuf  liuirlioii  conliiHic  Oi/)  j»()«>iliv«'  à 
rinlérieiir  tle  (a,  b)  «l  mille  ailliins,  par  exemple  la  distance  <le  / 
au  eomplémenlaire  de  m,  b)  sur  le  conlimi.  on  a 

K=  i:[0(/;,'-oj. 

.)"  /^<'5  sommes  et  produits  limites  d  ensembles  V  de  classe  x 
sont  V  de  classe  x. 

Il  ^iilfil  de  considérer  tluux  ciiscmljles.   Un  a,  les  0  élaiil      o. 

E(e,  =--  o)-:-  E(0,=  o)  =  E(8,0,=  o), 
E(e,  =  o)E(0,=  o)  =  E(0,-hOî=o), 

ce  <pii  prouve  la  projxisilion. 

\"  Les  sommes  et  produits  limités  d  ensembles  O  de  classe  t. 
sont  (.)  de  classe  a. 

(",e  ilié(»rème  se  ramène   au  pit-cédent  par  les  coiiiplt-inenlaires. 

;>"  Un  produit  infini  d'ensembles  V  de  classe  y.  est  un  1'^  de 
classe  a. 

Soient  l"*,,!*'^ F„.  ...    ces   enseniMes;   ensuite    0,.0^. 

'i„.  ..  .  des  fonctions,  non  négatives,  de  classes  ;^  a,  telles  <jue 

E„=  E(0„=  o). 
On  |ieut  hniner  0„  de  manière  (pie  0„  soil  <<  —  ;   alors  la  (onc- 

iKHl 

est  soiiuiie  d  une   série  iiiiiloi  imiiienl    coiiN  er^ente  de  loiit  Imiis  de 

classes  <C  *  cl.  par  conséMpieni .  <  lie  f-l  de  classe  1:  a  (.""  1-^^^  i-  Ur 

on  n 

E,E,  ...i;„...   -  E(0  =  o), 

(I    ipn  |ii  (iu\  (■  la  |iroposilion. 

<>°  L'ne  .somme  infinie  d  cnsrmhlcs  <  )  di-  (lasse  y.  est  un  <  )  île 
(lusse  of. 
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Ce  ihéorème  se  ramène  au  [ji'écédent  par  les  complémentaires. 

133.  Définition  des  ensembles  A  de  classe  x.  Rôle  de  la  fonc- 
tion caractéristique. —  Nous  allons  ajouLer  une  nouvelle  définition 
aux  précédentes,  celle  des  ensembles  A  de  classe  a  <|ui  n'ont  pas 
été  considérés  par  M.  Lebesgue,  mais  dont  l'inlroduclion  éclaircit 
et  précise  la  théorie. 

Nous  dirons  qu'w/i  ensemble  E  est  ambigu  ou  A  de  classe  a, 
s'il  est  à  la  fois  F  et  O  de  classe  a.  D'après  cela,  le  complémen- 
taire dhin  A  est  un  A.  Si  E  est  A  de  classe  a,  il  est  encore  A  de 
toute  classe  >>  a. 

Les  propriétés  des  ensembles  A  sont  étroitement  liées  à  celles 
de  leui's  fonctions  caractéristicjues,  comme  nous  allons  le  mon- 
trer. 

i"  Tout  ensemble  E  est  A  de  la  classe  de  sa  fonction  carac- 
téristique o,  et  ne  Vest  dans  aucune  classe  antérieure. 

D'abord,  E  est  à  la  fois  F  et  O  de  la  classe  de  cp,  car  on  a 

E  =  E(ci>o)  =  E(cp  — i  =  o). 

Réciproquement,  si  E  est  à  la  lois  F  et  O  de  classe  a,  ^a  carac- 
téristique est  de  classe  a  au  plus.  Soit,  en  effet, 

E  =  E(Oi  >  o)  =  E(  02=  O), 

où  0,  et  Qo  sont  non  négatifs  et  de  classe  ^y..  Alors  le  quotient, 
boi'né  à  o  et  I , 

-mi' 

qui  est  la  caractéristique  de  E,  est  de  classe  5a  (n"  128),  ce  qui 
prouve  la  proposition. 

2"  Tout  ensemble  F  ou  tout  ensemble  O  de  classe  a  est  un 
ensemble  A  de  classe  a  +  i . 

r.onsidérons  un  F  de  classe  a 

F=  E(6  =  0), 

où  9  (non  négatif)  est  de  classe  ^a;  sa  caractéristique  'j  est  définie 


l3G  ciiAciiai.   VIII. 

par  hi  iflatioii 

o  =  lini : 


elle  est  ilunc  df  classe  a  -•-  i   an  pin». 

Imi  i.-iiiiii.  /'////  cnsf/nhlr  \'.  es/  \,  donc  en  nirmr  (rrn/'S  V 
rt  ().  (Je  In  <liissi'  <lo  sd  fottcdon  cdrnclrristit/iir  rt  f/i's  cldssi's 
sui\(intt\\ ;  t7  />rut  l'/rt'  rrceptionrwllemfnt  V  ou  <)  (pas  on 
nu' me  temps)  dr  ht  r hisse  <jiii  pn'-rrile  celle  t/e  sa  caractr/is- 
fif/fti' . 

\'A't.  Théorèmes  de  structure.  -  i"  /'(*///  rnsernUe  l'2,  y/// 
est  tiniitf  d'ensembles  V  dr  r lusse  a,  est  O  île  classe  a -+-  i  : 
tout  enscndde  K.  limite  de  ()  de  classe  a,  est  V  de  classe  a  -h  i  ; 
toi/t  ensemble  V.,  limite  de  \  de  classe  y.  est  A  de  classe  a-h  i. 

La  tleii\ièiii<'  proposition  revienl  à  la  proinirre  par  les  coinplé- 
iiiL-nlaires  cl  la  Iroisit'ine  esl  la  jonst-queiu c  des  doux  jM-tTiMlmtes  ; 
il  suffit  donc  de  dénionlrer  la  proinièrc 

Siipp(jsons   (jue   \i   soil    limilc    d'ciisrniMes    |-',,    V ., h\.    ... 

déclasse  a.  (.onsid/raiil    |-,  comme   plus  peliie  limite,   nous  axons 

E  =  F,  F,  K, . . .  +-|--,F,...-^F;,...^-.... 

lous  ce>  Iciines  smil  I"  de  «lasse  a  «(Miiine  produits  di"  F  de 
classe  a  (  n"  132).  Joute  limite  tl'ensemOles  F  de  classe  a  est 
donc  une  somme  d'ensembles  V  de  classe  y..  Mais  un  F  déclasse  a 
est  A,  donc  O,  de  classe  a  -)-  i .  Par  consécpienl  K.  somme  de  ()  de 
classe  2 -r-  I ,  es|  ()  de  (lasse  a -(-  i  (  n"  132). 

Il  V  a  encore  licii  d'(d>serv(*r  ipie  toute  limite  d' ensi'mbles  () 
de  classe  y.  est  un  produit  de  ()  île  classe  y,  uuc  limite  de  () 
se  lamcii.iiil  ,i  une  liniil<-  de  |-   p.ii    le-  cumplcmeiiliii  i-». 

V."  liêcipiiKi II,  nient .  si  a  (  a>>  «»'>  est  île  première  es/tèce.  tout 
ensendde  o  de  liasse  a  est  limite  ,1,  I"  de  classe  y.  —  i.  donc 
S(anim-  de  V  de  élusse  y —  i  ;  tout  V  de  classe  y.  est  limite  de  (), 
ilonc  produit  de  O  de  classe  a  i;  tout  \  de  classe  a  est  à  la 
fois  somme  de  V   et  pi nduit  île  (  )  de  élusse  y.         i  . 

Comme  d.iiis  le  cas  pn-cedciil ,  il  siillil  de  demuiilier  la  première 
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de  ces  proposilions.  Soil  donc 

O  =  E(0>  G), 

où  9,  de  classe  ^a,  est  liniile  de  0,,  Oo,  .  .  .,  f),,,  . .  .  de  classes  <  a. 
Désignons  par  s,,  Sj?  •••■«  -Ai  •••  m^e  suite  positive  tendant  vers 
zéro  et  posons 

Comme  on  la  vu  au  n''  114,  l'ensemble  £(0  >>  o)  est  la  somme 
de  tous  les  ensembles 

qui  sont,  dans  ce  cas-ci,  des  ensembles  F  de  classe  ■<  a  (en  même 
temps  que  les  E^^).  Donc  l'ensemble  considéré  est  limite  d'en- 
sembles F  de  classe  a  —  i . 

3"  Si  y.  est  de  deuxième  espèce,  tout  ensemble  A  de  classe  a 
est  limite  de  A  de  classes  <  a. 

En  elFet,  soit  o  la  caractéristique  de  A  de  classe  a;  c'est  une 
fonction  de  classe  ^a  qui  ne  prend  que  les  deux  valeurs  o  et  i . 

Mais  C3  est   limite  de  la   suite  B,,  H-, 0„,  ...   de  fonctions   de 

classes  <[  a,  qui  converge  vers  o  ou  i .  Donc  l'ensemble  A  considéré 
est  limite  de  l'ensemble 

E(0„>i) 

qui  est  O  de  classe  <<  a,  donc  A  de  la  classe  suivante.  Or  cette  classe 
est  encore  <  a  qui  est  supposé  de  deuxième  espèce. 

Toutefois,  dans  ce  nouveau  cas,  le  passage  à  la  limite  comporte 
généralement  deux  opérations  infinies  superposées,  une  somme  et 
un  pi  oduit,  à  etlecliier  à  partir  des  ensembles  de  classes  <|]  a.  Ces 
opérations  ne  se  réduisent  à  une  seule  que  dans  des  cas  parti- 
culiers. 

4°  Réciproquement,  toute  limite  de  A  de  classes  <C  y-  est  A  de 
classe  y.. 

Ce  théorème  rentre  dans  i"  si  a  est  de  première  espèce.  La 
démonstration  suivante  s'applique  à  tous  les  cas.  Si  E  est  limite 
de  A,,  Âo,  ...  de  classes  ■<  a,  la  caractéristique  -f  de  E  est  limite  des 
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caracU-risli<|ues  -j,.  z,.  ...  île  A,.  A^.,  ...;  doiu  rlle  t-sl  «le  liasse  1  a 
el,  par  cohs«'(jiumiJ,  I'",  esl  A  de  classe  a. 

.")  "  Si  a  (a  >-  c»i  est  de  preini*'if  <>ii  île  (It-nxième  rs/tèce,  un  <  )  t/f 
classi'  7.  rst  une  somme  de  A  de  in  même  classe,  un  V  de  classe  i. 
est  un  produit  de   \  'h-  In  iiirmc  classe,    et  récipi nijuctnrnt . 

Le  llu'oiiiiir  e>t  \rai  >i  a  est  lic  |treiiii<re  espèce,  car  il  i>l  iii 
constMpieiicc  (lu  lli<'(»rriiie  '"  <|iii  csl  plus  pi«'(i<.  Le  llicorème  es! 
ilouc  peu  utile  dans  et'  cas. 

(liinsid/rous  maintenant  un  en-cmlile 

()  =  !•:<  'I     o  '. 

où  0  est  de  classe  a  de  ticuxièrne  espèce,  ('.oininc  dans  la  dénions- 
lrali(»n  du  lliéoièmc  (  2"  I,  U  est  la  somme  des  enseinliles  V ^^.  Ceux-i  i 
»onl  lies  |>i()<luits  d'ensembles  1*1^,  (pii  >onl  1".  donc  aussi  A  di- 
classes  -<  a.  Donc  les  F*  sont    \  de  classe  a,  el  O  est  leur  somme. 

Le  théorème  est  prouve  pour  un  O.  Le  cas  d"un  F  -e  lainène  à 
celui-ci  par  les  complémentaires. 

La  récipro(pie  du  lliéorème  est  évidenlc.  un  protluil  de  \  e-l 
un  F  (  (onnne  produit  de  F),  une  somme  de  A  est  un  U  conune 
somme  de  O  (n"  132  j. 

Les  théorèmes  précédenls  donnent  donc  un  piocétlé'  svst«''nïa- 
tiipie  de  conslruriioii  par  addition  et  multiplication,  à  partir  des 
ensembles  I*'  et  O  «le  «lasse  zéro,  de  tous  les  ensembles  mesu- 
rables (|{)  d«'S  classes  successives.  \\)ici  ce  procédé,  <b'*jà  iudi«pi<'' 
pai'  M .  I,<  bes-^ue  : 

iJi'^ignons,  en  f-énéral.  pai-  (  )„  et  F„,  les  ens«'mbles  «»u\erts  «-l 
fermés  de  (lasse  o;  ceux  de  classe  i  s\)btienneiil  comme  sommes 
ou  produits  des  précédenls  : 

o,  -  ïF.,.         I",       l!(>„; 

«•eux  «le  «  l.is-e    '  de  bi  m«-iii«'  iiiaiiKic  : 

r»,=  i,l,.         I,       Ihi,. 

et  ainsi  ib-  MMl<'  polit   toijN  les  ordres  linis. 

Pour  le  preiiiiei'  ordre  transllni  <•>,  \\  faut  d  ab(ir«l  iorni«  r  «les 
cnscinbb-s  A,^  |iarticulier>  par  addition  ou  multiplication  d  eii>«em- 
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bles  A  déjà  construits  : 

M  =  ^\,     A;:,=  nv. 

Ce  sont  déjà  des  F  et  des  O  de  classe  to;  tous  les  autres,  y  com- 
pris les  A(o  restant,  s'obtiendront  par  les  formules 

0(0=  sa;:,,     F,.,=  riA;o. 

On  continue  ainsi  de  suite. 


3.  —  Condition  giïnkralisée  de  Lkbrsgie. 

d35.  Définition.  —  Considérons  une  fonction  /"  finie  sur  l'en- 
semble borné  et  parfait  P.  Soit  E  un  ensemble  quelconcpie  con- 
tenu dans  P.  Nous  dirons  que  f  est  à  t  près  de  classe  a 
sur  E  (a>>o),  si,  sur  E,  f  est  à  £  près  limite  de  fonctions  de 
classes  <;«;  c'est-à-dire  s'il  existe  une  suite  de  fonctions  y,, 
fil  •  •  •  5  fni  •  •  j  de  classes  <;  a  et  finies  sur  P,  convergeant  vers/" 
à  moins  de  s  près  sur  E  (n"  129). 

D'ailleurs  on  ne  change  pas  la  définition  en  demandant  que  les 
fonctions  fn  vérifient  sur  tout  l'espace  les  conditions  st.pulées 
sur  P,  car  on  étend  à  tout  l'espace  ces  conditions  supposées  véri- 
fiées sur  P  en  attribuant  à  toutes  les  fonctions  une  même  valeur 
constante  hors  de  P  (n"  12o). 

Cette  définition  i-entre  dans  celle  précédemment  donnée  si  E 
s'étend  à  P  tout  entier  (n"  130). 

La  généralisation  de  la  condition  de  Lebesgue  est  la  conséquence 
de  théorèmes  plus  généraux  donnés  par  cet  auteur,  mais  que  nous 
remplacerons  ici  par  un  seul  théorème  plus  précis  qui  les  contient 
tous  et  (pie  voici  : 

136.  Théorème.  —  Soit  f  une  fonction  finie  sur  P.  Si  un 
ensemble  E  <<  P  est  une  somme  {finie  ou  infinie)  d'ensembles  A 
ou  cV  ensembles  O  de  classe  a(a  >  o)  sur  lesquels  f  est  à  s  près 
de  classe  a.,  alors  f  est  à  e  près  de  classe  a  sur  E. 

Tout  ensemble  O  est  une  somme  de  A  de  la  même  classe 
(n"  134,  5")  ;  il  suffit  donc  de  considérer  le  premier  cas. 
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Sii|>|)()N(Mls  il  ;iliiii'(l  i|ii  (iM  ;iil 

K  =  A I  -H  A,  -f- .,.-+-  Ail-  -4- ... , 

on  Ifs  cnsfiiihlrs  \/^  s<»iil  .\  ili-  «  l;isse  a  >  <»  tir  /trcmn're  espèce. 
Con^idéions  liin  de  ces  enseiiihlcs  A^:  il  esl  à  la  lois  |>r<>(Jiiit 
(le  ()  ri  somme  tie  I*"  de  classe  <i  t.  (  h"  ilii,  -a").  On  pcnl  donc 
(avec  n  de  ces  fa(;lours  ou  //  de  ces  leiiiie.s  I  d«'dîiiir  deux  en«>cinblcs 
de  classe  <^  7,  I  un  (  )/^„  >  A;;,  laiilrc  \-\„  <;  V/,,  «-l  (|iii  uni  Ions 
deux  pour  limite  .A  a  <|uand  ri  tend  vers  linlini.  Il  existe  alors  deux 
fonctions  correspondantes  non  Uf-gatives  et  de  classe  «<  a,  z/,,,  et  'l/,,, 
telles  (|u"on  ail 

0/,,,=  K (  ï-Avi  >  o  ),         1'/.  „  =  K ( 'i/;.,,  =  o ). 

Ces  fonction'^  ne  s'aimiilriil   pas  en  nièiiie  leiiij»>,    de   s(»iie  <pie 
Iciii'  <|Ui)lienl ,  liiiiih-  à  I)  cl  i  , 


1  ?/.'i  J,. 


e-l  de  «lasse  <<  x  (n'  ["IH).  Celte  foncliun  hj,„  (coMiprisc  entre  «» 
et   II  est  éj;ale  à  i  dans  l-\„  et  à  o  dans  Ci  )^„. 

I>  .mire  paii,  sur  A/;,  /  est  à  £  près  liiiiile  puni-  //  =  x  <l  tinc 
Ituicliony/;,,  finie  et  de  classe  -<  a  sur  I'. 

\\aiit  ainsi  dt'fini  0^/,  vl  /"a,,  pour  lou>  les  indices  /. .  formons  la 
liMitlioi).  Unie  >ur  I'  et  de  classe  <  a, 

«l»,,  ^ /i ,,  0,„  -h/t„  (  I  —  0,„  )0,„  -+-/3„  (  I  —  0,„  )  (  I  —  Oi„  )0j„  -+-... 
—  ////.*  I  —  ^''i//)(i  —  0,„)...h  —  0(„_,,„)0„„. 

.Il-  «ils  (pic  <I),^  leud,  à  i  pr»"'S,  vers  /  en  lnul  |i(iiiil  M   de  \']. 

In  ejlrl.  s()il  \/,  le  |ii(  iiiier  eii^eiiiMe  de  la  siiile  \,,  \_,.  ... 
ampiel  appartient  le  poiiil  M.  .le  ili>  ipie  I On  aura  au  point  M.  à 
p.irlir  d  une  \iilcur  suillsammeiil  i:rand«'  de  //. 

ce  (pu  piiiiivera  la  proposiin  tu . 

r.n    ellel.    à    p.iilir   d'une    \aleiir    >ul  li».iiiiinrnl    grande    de    n,    le 

pu  ml    M   .ipp:ii  liendra  .i    l"/,„  el  ^ei  .i  exrlii   de  <>,„.(  >.j'i ^  Va     »)r». 

I)es  c«- iiKUiieul , 'j,„.  Oj„,  ...,0  a  |j„  >»unl  nuls  et  Oa,,  «'sl  éj;al  à  i  .  Les 
''■' '  «Il    /  ,„-   /  i„ '  ■     .       suni  niiU  ilans  <|>„,  celui  en   /^n  '««-* 
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réduit  à_/A«  et  tous  les  suivants  s'annulent  avec  le  facteur  (i  —  0^,,). 
La  construction  de  la  fonction  <!>„  et  le  raisonnement  précédent 
subsistent  si  a  est  de  deuxième  espèce^  mais  à  condition  de  modifier 
la  définition  de  la  fonction  Q/f^,  qui  n'en  devient  d'ailleurs  (|ue  plus 
simple.  Maintenant  A/(  est  limite  pour  /?  =  oo  de  A/^,,  de  classe  <C  a 
(n"  134,  3")  et  l'on  peut  définir  8/,,/  ('de  classe -<  a)  comme  étant  la 
caiactéristique  de  A^/i-  L'ensemble  unique  ^un  tiendra  la  place 
des  deux  ensembles  F^//  et  Oj,,,  dans  le  raisonnement  qui  prouve 
la  convergence  de  <ï>„. 

137.  Corollaire.  —  Si  Vensemble  P  lui-même  est,  quelque 
petit  que  soit  s,  une  somme  cV ensembles  O  de  classe  a,  sur 
lesquels  f  est  à  s  près  de  classe  a,  alors  f  est  de  classe  la 
sur  P. 

En  effet,  f  étant  de  classe  a  à  s  près  sur  P  quel  que  soit  t,  f  est 
de  classe  ^a  sur  P^  en  vertu  du  théorème  du  n°  130. 

138.  Condition  généralisée  de  Lebesgue.  —  La  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  qu  une  fonction^  finie  ou  non^  f  soit  de 
classe  a>o  sur  P,  est  que^  quelle  que  soit  la  constan'e  «,  les 

ensembles 

E(f>a),         E(/<«) 

soient  O  de  classe  a  et  ne  soient  pas  tous  rie  classe  moindre;  ou, 
ce  qui  retient  au  même,  que  les  ensembles  {complémentaires) 

Eif'^a),         E(f<a) 

soient  F  de  classe  a  et  ne  soient  pas  tous  de  classe  moindre. 

Supposons  d'abord  que  la  fonction  f  soit  finie.  Donnons-nous 
un  nombre  s  positif.  L'ensemble  P  est  la  somme  de  l'infinité 
dénombrable  des  ensembles 

E[A-e  </<(/.  + ■>.)£] 

quand  on  donne  à  k  toutes  les  valeurs  entières  positives,  nulle  et 
négatives.  Ces  ensembles  sont  O  de  classe  a  par  hypollièse  (comme 
produits  de  deux  ensembles  de  la  forme  prévue  dans  l'énoncé). 
Dans  chacun  d'eux,/ est  à  as  près  une  constante;  donc,  à  2 s  près, 


l^-i  (  Il  vi'ii  m:  N III. 

do  classe  zéro  •<  3i,  Par  conx'ijiienl,  az  élanl  .n  liinairc.  /  v>l  de 
fl.is>«'  y.  >ur  I',  iMi  \ritii  (In  rurolhiiic  |ii<'ct''(lfiii . 
Si  /  dt'\  ifnl  iiiliiiH'.  nii  poNf 


^  <•/ 


Alors  'i  r<l  hnini'c.  I.i  (li'iii(»iisir,iliiin  se  liiil  |i(»iir  i  cl  le  lln'-(»r<"ine 
sélend  à  y*. 

(  le  lliéorènic  ol  la  f;tMi(''r.ili>.ili«»ii  jiri'CiM'  «le  celui  ilc  l.eljes';iie 
sur  los  fondions  do  classe  i  :  <l.  >i  y.  esl  de  prennère  espèce,  il  en 
^('•nérali-e  exacleiuenl  r«''noiKé.  I',ii  cllcl.  un  ()  de  classe  a  esl  une 
soinnu'  de  1''  de  la  «lasse  pirordenlc  y. —  i,  cl  réci[)ro(|nen)enl.  /m. 
conilition  nt'rrssairt'  et  su fjisanle pour  que  f  soil  (te  cltissc  _a  île 
jnriiiiiii'  espèce,  rsl  (h>ii(  (/ne  les  ensembles  l'2(  /">r/),  E(y"<^rt) 
soient  (les  sommes  d'ensenihles  F  (le  classe  a  —  i . 

Si  a=:i,les  enscnildes  K  de  classe  a — i  sont  les  ensembles 
fermés  au  sens  absolu  el  l'on  relrou\e  le  tht'-oièine  de  Lehes^Mie 
|i(iui'  la  classe   l  . 

Si  y.  est  de  «leuxiéine  espèce,  1  énonc»'-  se  Iransformo,  mais  les 
loneli<»ns  de  classe  a  demeurent  iK-aiimoiiis  caracténst-es  par  a 
>liueliire  des  ensembles  considérés. 


1  t'.o.MiirioN  (.i;m;»\i.isi  K  i>i;  Ihuu:. 

lIl'.K  Déânition.  —  \<tus  avons  <lejà  dériui  une  foiiclion  à  £  près 
de  classe  a.  Miil  sur  I*  (ii"  IIÎO).  soit  sur  un  ensemble  K  contenu 
d.lll•^  I'  (  n"  lli.j).  Ajoutons  <'iu'oie  une  iiou\elle  (b'Iiiiitntn  aux 
diii\  pi  ('•(•('•ilenles  : 

Une  fonction  /.  /inii'  st/c  W  est  à  t  pirs  <le  elasse  y.  st/r  un 
ensemble  V.  <'_  V  en  un  point  M  de  V.,  si  le  point  M  est  le  centre 
d'un  donniine  A  de  rayt*"  assez  petit  pour  t/ue  f  soit  à  t  près  de 
elitssc  y.  sur  l' ensenddr  \\\. 

(iClle  di-liiii  liiiii  |iei  nul  J  ciioik  cr  le>>  I  lnoi  èiiies  «iiiv.iiils,  \oisins 
de  ceux  ipiuii  lioiive  d.iii-<  le  M<iiiitirc  île  M.  Lebes{;u«'  el  oui 
roiidiiiscnl  à  la  ^«''nerali>>a  lion  du  tli<-orème  de  Haire.  (Ian>  la 
mesure  où  celle-ci  <"sl  possible. 
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140.  Théorème  I.  —  Si  une  fonction^  f^  finie  sur  P,  esi  à  z 
près  de  classe  a  >-  o  en  tout  point  de  E  <^  P,  et  si,  de  plus, 
E  est,  soit  F  de  classe  zéro,  soit  O  de  classe  \,  f  est  à  t  près  de 
classe  a  sur  E. 

Supposons  (Kaboi-d  que  E  soit  F  Je  classe  zéro,  c'esL-à-dlre 
que  E  soit  fermé.  Tout  |ioiiil  M  de  E  est  le  centre  d'un  domaine  A 
tel  que  f  est  à  z  près  de  classe  a  dans  EA;  donc,  en  vertu  du 
lemme  de  Borel,  tout  E  peut  être  couvert  avec  un  nombre 
limité  de  A,  et  E  est  la  somme  d'un  nombre  limité  d'ensembles  EA 
fermés  (ou  F  de  classe  zéro),  donc  A  de  classe  i^a^  sur  lesquels 
/"est  à  £  près  de  classe  a.  Alors,  en  vertu  du  théorème  du  n°  136, 
y  est  à  e  près  de  classe  a  sur  E. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  E  soit  O  de  classe  i,  donc 
une  somme  de  F  de  classe  zéro.  Sur  ces  F  de  classe  zéro,  y  est  à  s 
près  de  classe  a,  en  vertu  de  la  démonstration  précédente.  Comme 
les  1^^  de  classe  zéro  sont  A  de  classe  i  ^  a,  /"  est  à  t  près  de  classe  a 
sur  leur  somme  E,  en  vertu  du  théorème  du  n"  136. 

Du  théorème  précédent  on  déduit  le  corollaire  suivant  : 

En  particulier,  si  une  fonction  Jinie,  f,  est  à  t  près  de  classe 
a  >»  o  en  tout  point  de  l'ensemble  parfait  P  lui-même,  f  est  àz 
près  de  classe  a  sur  V.  Si,  de  plus,  cette  condition  se  réalise 
cjuel  que  soit  z,  f  est  de  classe  <y.  sur  P  (n"  130). 

lii.  Théorème  II.  — •  Si  ui^e  fonction  finie,  f,  n'est  pas  à  z 
près  de  classe  a(a>o)  sur  P,  r ensemble  des  points  de  P  oii  elle 
n^ est  pas  à  z  près  de  classe  a  sur  P  est  un  ensemble  parfait  Q. 
De  plus,  f  n^est  à  e  près  de  classe  a  sur  Q  en  aucun  point  de  Q. 

L'ensemble  Q  n'est  pas  nul,  en  vertu  du  corollaire  précédent. 
On  voit  immédiatement  qu'il  est  fermé,  car  si  f  est  à  e  près  de 
classe  a  au  point  M,  cette  condition  est  réalisée  aussi  dans  un 
domaine  autour  de  M,  de  sorte  que  le  complémentaire  de  Q  est 
ouvert. 

Soit  M  un  point  de  Q,  je  dis  qu'au  point  M, /n'est  pas  à  z  près 
de  classe  a  sur  Q,  parce  que  si  /  était  à  e  près  de  classe  a  sur  Q, 
elle  le  serait  aussi  sur  P.  C'est  ce  qne  je  vais  montrer. 

En  efFet,  M  serait  alors  le  centre  d'un  domaine  A  tel  que /fût 
à  z  près  de  classe  a  sur  QA.  Faisons  la  décomposition  (le  complé- 
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iiM'iiliiirt-  <l;iiil  nl.ilil  à  I'  i 

Al'  =  AQ-t-  \.('.n. 

l.r<  t'ii>t'iiilili'S  A.  (^>  il  (.(^>.  dont  l<  ■«  (lrii\  |)r.iiii('is  sont  I-  r|  le 
«ItMiiier  O  lie  thissc  zéro,  >oiil  Ions  liois  O  el  A  île  t  lii>>e  i. 
Donc  A.C(^)  esl  O  de  classe  i .  cl  /  «-si  à  z  |)rcs  de  classe  j.  snr  A.C'J  J. 
parce  «(u'clle  l'esl  en  cliarpic  poiiil  de  cet  enscinlilc  (  llicon' me  I 
précédent).  Dont  /  c>«l  .1  £  près  de  classe  7.  sur  les  deux  en- 
sembles A(^)  cl  A.  (  'A>.  <pii  snnl  (  )  de  classe  ai  :  donc  /'  Test  aussi 
sur  leur  Nouinie  Al',  en  \«rUi  du  l  In'oièiiie  du  n"  l.'U». 

.le  dis  cnlin  (pir  (}  c-l  piiiliiil.  ciii-  il  ne  peiil  (•onl<'nir  de  point 
isolé.  Eu  elIt  t.  :iu  Noisinai;e  dnii  point  iMilé  d'un  enseudjic.  loule 
fonction  se  rednil  ii  une  coiislanle  sur  renseuiltle  el  esl  à  t  près 
tic  classe  zéro,  ('.oniinr  /  n"ol  à  £  jnès  de  classe  zéro  en  ancnn 
pcfint  de  (  ).  ces   poinl^  ne  miuI  pas  isolés. 

Le  tliéoièine  préi'f'denl  conduit  iniuiéiliateuieiit  .1  I  «  iu'Uci' 
suivant,  cpii  esl  la  i:<'uéralisation  du  lliéorèine  de  lîaii  e  : 

I  i'2.  Condition  généralisée  de  Baire.  —  La  condition  ncctssairc 
et  siil/isiuite  l'i'iii-  i/it' i/nr  fonct/on  Jinie.  /.  soil  de  classe  a  sur 
rensenihle  i>arf(iit  W  est  «jue,  t/iie/s  //i/e  soient  le  noniln  e 
positif  z  et  l'ensenihle  parfait  i)  contenu  dans  P.  on  puisse 
trou\er  un  point  M  de  ()  oit  f  est  à  z  près  de  classe  1.  sur  (  K 

\  ovoiiN  coiuuu-nl  ce  lliéorènie  i;«'-uéi  ali>c  celui  de  flaire. 

(Considérons  le  cas  où  a  =  i.  La  condition  précédente  esl  é\i- 
deininenl  ieiiiplif>i  l.i  foiiclidii  /"  i>l  pninl  ntjleineii  I  di-eonl  innc 
>>nr<^>.  e.ir  / C^l  eon>lanle  a  £  prés,  ilone  à  £  |nès  de  cla»Ne  o  <<  l 
Mir  <  J  en  tout  poini  M  de  eontinuil»'  siir(^>.  Le  lliéorènie  pn'cédenl 
lioiMK-  (liMH  iinint'iii.ilinieiil  la  eondilion  siilii^^ante  de  liaire.  Il 
n  esl  pas  iipiivalenl  au  llicoreine  eiiin|del,  p.iice  ipi  il  n<'  proinc 
pa>i  que  la  ((Ulditutn  soit  neeessaiie. 

I  iiulefois  celte  lacune  esl  facile  à  eonildii-  «1  I  on  «ilitienl  par 
celle  voie,  pour  le  lliéorènie  di-  I5aiie.  uni-  deiiKHisIr.il  ion  lelalive- 
nienl  simple  iiidicpn'e  par  M.  Lelies-^ne  (  '  1,  el  cpii  se  rall.ielie  de  très 
prèsù  la  première  dt'-uious Irai  ion  sans  Iranslini  du  même  auteur  (''}. 

(')  Sur  le%  fnnctiiiits  ri/>rrsrnt<ibtes  nnatylif/urnienl  (Jnurnul  (tf  Mtittiema- 
tiijuei,  Kjoî  ). 

Na<-  Il  (li«.  /.vrom  Mir  les  fi,nctii>iis  (te  raiiiitiles  leettes  <lr  M.   Ilincl. 
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Pour  compléter  la  démonstration  du  théorème  de  Baire,  il  faut 
montrer  qu'une  fonction  y,  de  classe  i,  est  ponctuellement  discon- 
tinue sur  (^.  Pour  cela,  il  faut  montier  que  l'ensemble  des  points 
où  l'oscillation  sur  Q  est  >>  î  n'est  pas  compact  sur  Q.  Cela  veut 
dire  que,  quel  que  soit  le  domaine  A  ayant  pour  centre  un  point  M 
de  Q,  il  y  a  un  point  de  (^  A  où  l'oscillation  de  /  est  ^  £. 

Voici  le  raisonnement  de  M.  Lehesi^ue  : 

Soient  y", ,  y'j,  ...,y„,  ...  les  fonctions  continues  qui  tendent 
vers  y  finie.  Considérons  l'ensemble  des  points  de  Q 


E/;=t^(i  A -/«+/.  110 


Tout  point  de  l'ensemble  QA  appartient  aux  ensembles  E^  quel 
que  soit/?,  à  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande  de  n  ;  alors 
il  appartient  à  l'ensemble,  fermé  comme  les  précédents, 

P      _    17  1   P  2  p  3 

l    „    L,,j   I^„  1^„    .... 

Donc  (^A  est  contenu  dans  la  somme  de  tous  les  ensembles  F,,  et 
l'un  d'entre  eux  au  moins,  F„,  est  compact  sur  QA.  Soit  M,  un 
point  de  F,;QA  intérieur  sur  QA;  c'est  le  centre  d'un  domaine  A, 
où  l'on  a  sur  (\),  quel  que  soit  p. 

\/n-fn  +  ,>\â^>  donc  l/n-flâ^- 

Ov  f,i  est  continue,  donc  l'oscillation  sur  Q  au  point  Mj  de  QA 
est  ^  s. 

On  trouvera  encore,  dans  le  Mémoire  de  M.  Lebesgue  ('),  un 
autre  théorème,  plus  compliqué  que  le  précédent,  donnant  une 
généralisation  plus  complète  à  certains  égards  du  théorème  de 
Baire  et  qui  s'en  rapproche  davantage  par  lénoncé.  Ce  théorème 
est  intéressant  malgré  le  caractère  un  peu  artificiel  du  rappro- 
chement. 

5.  —  Existence  des  clauses. 

143.  Remarques  préliminaires.  —  L'existence  de  fonctions  de 
toutes  classes  a  été  établie  par  M.  Lebesgue  dans  son  Mémoire  Sur 

{')  Sur  les  fonctions  représentables  analyti'jiieinenl,  p    191. 

V.  P.  10 


(iiAfiriti;  MU. 


li'S  fonctions  ri'/trésr/ifr/h/rs  tiniilviù/iiemeiit  {*  >  La  (léinonslra - 
lion  (|u<-  M  II  II  s  ail  un  s  (  loin  ht  de  <  c  t  lu'Dn-iiie  f  otidaiiH'iital  sera  dans 
II-  loinl  crlle  lie  M.  L«.'l)<'s;;iu',  m, II-  >riiI»'iii<Mit  |>résentée  sou»» 
une  forim*  plus  l'Iémoulairi'. 

\\,iiil  d'alKH'cliM' ct'Hi' (l(''iiiiiii-.ii  .il  Kiii.  il  «iiiisK'iil  (le  généraliser 
un   tlicoicin»'  (lc|à  (li-iuonl  ii'  (ii     liiC),    V')  : 

Si  f  est  II  fil'  J'onrtion  ilr   Itniir  ih-  /,.  ( ,.  ...  cl  si  /,.  t^-  ... 

.\init  </cs  fonctions  de  littirc  de.   .r,  r /  est  iiitc  J onct ion  de 

lit  lire  de  .1  .   r.   ... 

(  !(•  iJHMtuMnc  rsl  déjà  dénioniif  m  /C^l  une  fonction  conlinue 
(OU  de  classe  ztTO  )  de  /,.  I  ..  ...:  il  si-  ^(''ncralise  par  récurrence. 
\.i-  llii-nr-cinc.  Mip|»<»st''  \iai  pour  le-  «lasses  <  7..  s  éLeinl  a  7  |>.ir 
un  simple  passade  à  la  liinile. 

l'our  élablii'  I  exislence  des  classe-,  il  snllil  cvitleniiiienl  de  con- 
sidt'-rer  les  loncliiuis  d  une  seule  variahle  .r  sur-  I  inh'ivalle  (0,1) 
de  X. 

Suit  /i./')  une  IoiicImmi  «dnliniie  dans  cet  inleivalle:  ipielipie 
petil  ipie  soil  £  posilif.  on  |)eul  parlaij;er  linlervalle  (  o,  1  )  en 
parties  «lan-  lesipielK's  l'oscillation  d.'  /'  est  <;  t.  Si  Ton  leinplace 
la  conrlie  y  ^=zf[x')  par  sa  corde  dans  cliacnnc  de  ces  parties,  on 
forme  une  ligne  polygonale,  dont  r<M'donnée  est  à  £  près  égale 
•df[x).  On  peut  aussi  remplacer  le-  somiiiels  de  ce  pohgone  par 
d'auli<-  -(unmets  aii-si  \iusin-  ipi  on  \rut  de-  jticMiiier-.  mais  de 
eoordonné'es  rationnelles.  (  )n  en  conclut  (|ii  une  ionclion  con- 
tinue f^.r)  est,  à  :  pri's.  «'gale  à  rordonnt'e  d  une  ligne  polygonale 
d(»nl  II-  -oiiiniel-  sont  de  co(U  (liuinces  rationnelles.  .Nous  diion-. 
en  ahrigé".  que  celte  ordonin-e.  Ionclion  île  .i\  est  un  polygone 
/  fifinnne/,  l*(  ./•  ). 

l  m-  ronclion  cic  cla-se  /.l'io  e-t  dom  liuiilc  d  une  -iiilc  iiniloi- 
liti'liH'til  ron\  ei  i;enlr  de  poKgiuie-  la  I  ion  iiel- ;  mal-  une  ionclion 
de  classe  1  est  aussi  limite  de  polygone-  rationnel-,  car  elle  es! 
limite,  pour  //  :^^  x.  d  une  fonclion  /'„  de  clas-e  /.iro  il,  |>ar  suite, 
du  polxgonr  1'/,  ipii  dilli'ti'  inliiiimenl    peu  de    /„. 


{')  Journal  tie  Vut/iriiifitir/ties,  iiio.").  M.  Ititiro  avait  di'jù  dt^inonlrt'  anl^rieu- 
II  riK  iii  l'i  ki>iriirr  df  fonclion*  df  rlii».oc  >  (  l'Itrsr)  cl  de  clit»M'  \  (  Acia  moitié' 
1.  \\\). 
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Ceci  nods  engage,  pour  la  commodité  du  discours,  à  iiilroduire 
ici  une  petite  variante  dans  la  classification  de  Baire. 

Nous  rangerons  dans  la  classe  zéro  les  polygones  rationnels, 
dans  la  classe  i  les  limites  de  fonctions  de  classe  zéro,  et  ainsi  de 
suite.  D'après  ce  qu'on  vient  d'expliquer,  cette  modification  ne 
porte  que  sur  les  deux  premières  classes  de  Baire  :  elle  reporte 
dans  la  classe  i  une  partie  des  fonctions  de  classe  zéro.  A  partir 
de  la  classe  2,  la  classifîcalion  de  Baire  reste  intacte. 

Nous  allons  démontrer  qu'il  existe,  dans  toutes  les  classes,  des 
fonctions  comprises  entre  o  et  i .  Comme  une  fonction  de  classe  a, 
comprise  entre  ces  nombres,  est  toujours  limite  de  fonctions  des 
classes  antérieures  qu'on  peut  supposer  bornées  aux  mêmes  nom- 
bres, on  voit  que  nous  pouvons  former,  de  ])roche  en  proche, 
loules  les  fonctions  des  classes  successives,  comprises  entre  o  et  i, 
en  considérant  exclusivement  des  limites  de  fonctions  qui  satisfont 
à  cette  condition. 

Voici  maintenant  le  théorème  fondamental,  sur  lequel  repose 
la  démontration  : 

144.  Théorème.  —  Quelle  que  soit  la  classe  a,  toute  fonction 
de  Baire  {comprise  entre  o  et  i)  de  classe  ■<  a  peut  se  déduire 
dune  fonction  de  Baire  à  deux  variables,  convenablement 
définie, 

en  attribuant  à  t  une  valeur  particulière,  intérieure  à  l'inter- 
valle (o,  1). 

Nous  allons  faire  la  démonstration  par  récurrence. 

Démontrons  d'abord  le  tliéorèine  pour  %z=  \  . 

Les  fonctions  de  la  classe  zéro  (comprises  entie  o  et  i),  aux- 
quelles nous  avons  donné  le  nom  de  polygones  rationnels,  sont 
dénombrables.  En  efTet,  les  coordonnées  des  sommets  sont  ration- 
nelles et  appartiennent  à  Tinlervalle  (o,  1).  Supposons-les  expri- 
mées en  fraction  irréduciible  (')  et  désignons  par  hauteur,  H, 
d'un  polygone  P  la  somme  des  dénominateurs  des  coordonnées 
de  tous  ses  sommets.  Il  ne  peut  y  avoir  qu'un    nombre  limité  de 

(')  On  donnera  le  dénominateur  i  aux  coordonnée?  o  el  i. 


I  ;S  I  IIAPITIIK    Mil. 

poh^oui's  (!«■    nit-ilic  liiuilciir  et.  pur  ('Oii>«(*(|ii<'nt.  on  jimt  (U-ikuii 
hn-r  les  |3olv};oncs  i-:ilioiin<*ls  pyrunlrc  de  liaiilciii  troissitiilc.  Nous 
dt'^igiierons  ces  polvjjoiu'.s  par 

P,(X),      P,(T),      ...      I'„(.r).      ... 

en  c'oiniiiciKiiiit  à  I  iikIk-c  ■>.  pnm-  |,i  sNiiicliie  (l<-s  iu)tiiliuii>  iiitt - 
rieiires. 

Définissons  niaiiiteiiaiit  une  imiclion  0  (  /  i.  île  classe  i.  éyale 
à  I  pour  /  =  1  el  à  /.t'-ro  pour  loules  les  autres  valeurs  de  /:  nous 
poin  oiis  poser 

fx{T,t)=\\Jr)^Ci.t\-^\\[X)^{Zt)~r-...-~\\,{X\^)i  Ht 

Vax   rllVl.    »  fttc    foiiclion    de    lîaire    se   réduit    à    1',.   iioui    /  rz:  —    el 

'  n 

s'animle  m  l  est  d  une  autre  forme. 

Déinonlrons,  en  second  Inn.  le  lliéorénie  pour  a  de  première 
espèce.  Nous  |)Ou\ons  ailmt  tlic  (pi  on  a  d<'-|à  consliuit  une  lone- 
lion  de  Baire, 

tpii  reiilerme  toutes  les  fonctions  f  {  .r  )  des  classes  <C  3i —  i  par 
ratlriltution  à  /  dune  valeur  parlii-ulière  correspondante  entre  o 
el  I  (liiniles  excluesj  el  cpii  >  aninile  à  ces  limites. 

Considéron.s  une  valeur  de  /  comprise  entre  (»  el  i  il  d«\<lop 
poil*  /  III  (lai'lion  dé'cimal»'  illimilii-  i  au  lie-^oin  a\e(  la  période  o. 
iiiai>  l'ti  e\i  liiani   l.i  |ii'node  i)  i 

(l;  /    —   II.    </l  </;  .  .  .  ti„  .... 

Si  f  varie,  un  cliillre  décimal  (t„  (^de  ran^  ihuiiié  i  est  une  fonc- 
tion de  /.  (pii  prend  des  \aleurs  conslanles  dans  un  noinlu'e  limite 
d  inlervailes  consé'cul  iN  cnlre  o  el  i.  ( /e>t  <lon<'  une  loin  lion  de 
liaire  de  classe  i . 

I  )é-rinissons  «le  nouvelle^  IoikIioiis  /,,  f.^,  .  .,  /,^.  ...  de  /.  en 
pos;Mit  (  I  «■  ipii  peut  >an>  iiicoiivi'-nient  introduire  la  pé-rioile  kj  et 
la  \  .ili-iii    I  i 


'/|"i     <ls 


)     /,  _    «»,    tljltt    «»|0  •  .      , 
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Les  indices  des  cliidVcs  de  l^  soûl  les  nombres  impairs,  cen\  des 
chillres  de  t-i  admettent  une  fois  le  facteur  2,  ceux  des  chiffres  de  t-^ 
deux  fois.  etc.  Les  fonctions  du  tableau  (2)  sont,  dans  l'inler- 
'valle  (o,  1),  des  fonctions  de  Baire  de  classe  1  (comme  séries 
uniformément  convergentes  de  telles  fonctions).  Elles  sont  tou- 
jours comprises  entre  o  et  i .  On  peut  achever  de  les  définir,  quel 
que   soit   /,  en  les  posant  nulles  hors  de  l'intervalle  (o,  i). 

Je  dis  mainteninit  ([ue  l'on  peut  poser,  en  considérant  la  plus 
grande  limite, 

(3)  /a(-^,  0  =  '''"/a-i(^,  tn), 

car  cette  fonction  est  une  (onction  de  Baire,  en  vertu  du  tliéorème 
du  début  du  numéro  précédent;  elle  est  comprise  entre  o  et  i  et 
elle  représente  certainement,  par  l'attribution  à  t  d'une  valeur 
convenable  entre  o  et  i ,  toutes  les  fonctions  f  {x)  des  classes  <  a. 
En  eilet,  f{x)  de  classe  -<  a  est  limite  de  fonctions  de  classes 
<<  a-^— I,  comprises  dans  la  formule 

/a-,  (a-,  t) 

par  l'allribulion  à    t  de    valeurs    particulières    /|,/o t ,t     ... 

entre  o  et  i .  Or,  on  peut  exprimer  ti,  (^^  .  .  ■  (^-n  fractions  déci- 
males (en  excluant  derechef  la  période  9)  et  l'on  peut,  par  la  loi 
de  numérotation  des  indices  du  tableau  (2),  reconstituer  la  valeur 
correspondante  de  t  (avec  exclusion  assurée  de  la  période  9)  fixée 
par  la  formule  (i).  Cela  fait, «on  a 

/(■■r)=.foL(-r,  t). 

Il  peut  évidemment  arriver,  si  la  plus  grande  limite  diffère  de  la 
plus  petite  dans  la  formule  (3),  que  cette  formule  fournisse  aussi 
des  fondions  de  classe  ^a,  mais  cela  n'a  aucune  importance  au 
point  de  \  ne  de  notre  démonstration. 

Considérons  enfin  le  cas  où  a  est  de  deuxième  espèce;  sa  défini- 
tion est  donnée    par   une    suite    illimitée  de    nombres    inférieurs 

'^\<i'y-2<i  ■■  ■  '  yn<i telle  que  tout  nombre  <[  a  soit  inférieur 

à  l'un  d'eux.  Nous  pouvons  déjà,  par  hypothèse,  pour  chaque  a„, 
assigner  une  fonction 


l5o  (Il  Vl'll  Kl      MU. 

(|iii     ifprésente    toulrs    les     rniMiioiis    /{.r)    des    cl.isscs     <iy.„. 
Nous    poiiMtns    supposer  ya„  (:r,  /)   inillc    |>imii-  tuiilc  xalcni    di-  t 
non  inlrriciire  ;i  riiiln  \  aile  (o.   i  I. 
Posons  (i'aixtt'd 

-     '■'     - /x,(T,  t) -r-/:x,(jr,  (  —  \  )   ■.  .  .~/^^(x,  l  —  «  )  H- 

(.«•Ile  série  corivcrj;eMl('  <l<''fiiiil  nue  lonclion  tl<'  Haire.  Klle  peul 
>c  i-tHlnire  à  loule  fonction  /{w  )  de  liasse  -<  a  |)ar  lallriljulion 
(J'nne  valeur  positive  à  /,  car  elle  se  réduit  à  y"a„  dans  l'inter- 
valle (//,  n  -H  i). 

Posons  niainleiiaiil 

on  /  \aiie  de  o  ii  i  et  on/jf  sera  iiiille,  pai'  d<liiiilion,  jioni-  /  =  i  . 
Celte  fonction  représente  toutes  les  fonctions  y (j;)  des  classes  <C  y- 
pour  des  valeurs  correspondantes  de  t  comprises  entre  o  et  i .  Klle 
répond  donc  à  la  question. 

I  lo.  Existence  des  classes.  —  Il  existe  des  fonctions  des 
classes  o  et  i.  Pour  démontrer  i|u'il  e\i.sle  des  fonctions  de  toutes 
les  classes,  il  snllil  de  di'moiitrer  (pie,  >'il  existe  des  fondions  de 
tonle>  les  classes  <C  2,  il  existe  ans>i  des  fdiulions  de  classe  -^  a. 
C^est  donc  ce  que  nous  allons  faire. 

^*''l  /«(-^j  0  ""c  fonction  «pii  peut  se  réduire  à  loule  fonc- 
tion y"(jr)  de  classe  <[  a  pour  une  valeur  correspondante  de  /  dans 
I  intervalle  (o,  i).  Rappelons  cpie  Ton  ne  cnnsidéic  (pie  des  huic- 
lioiis  /(./-)  ((imjiri^es  entre  o  et   1.  Posons 

<l(j',  ()  =  liiii  '-=-p -— . 

('elle  fonction  (j/  est  nulle  sj  /^  e>i  nulle,  et  éj;ale  .1  1  m  j^  i  *| 
pOMtixe.  l'Jle  n'e>t  siisceptilde  cpie  «les  seules  \aleurs  ><  et  1  .  el  elle 
est  éf^ale   à  /a  <'lia(pic  lois  (pie  /^  es|  é^ale  à  «•  ou  à    1  . 

II  siiil   lie    |;i   iMic    l.i   IdlKliiili   de   lî.ill'c 

contient  encore,  pour  des  \aleiirs  particulières  de   /.  entre  o  vl   1. 
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toutes  les  fonctions /(^l  des  classes  <^  a  qui  ne  prennent  cjue  les 

deux  valeurs  o  et  i . 

Cela  permet  d'écrire  immédiatement  une  l'onction  de  Baire  ne 

prenant  que  les  valeurs  o  et  i  et  qui  sera  certainement  de  classe  >  a. 

C'est  la  fonction 

I  —  '^i{x^  x). 

En   effet,   cette  fonction  de  Baire    (n°  143)    n'est   susceptible 

(avec  <b)   que   des    valeurs  o    et    i ,    mais    elle    ne    peut    rentrer 

dans  '}  (:r,  t)   pour  aucune  valeur  de  t;  car  si  l'on  avait,  pour  la 
valeur  particulière  t^^ 

'l{x,  to)  =  I  —'h{x,  X), 


on  en  déduirait,  pour  x  =  ^y, 

tandis  que  'h  ne  prend  que  les  valeurs  o  et  i 


'^(t^,  to)  =  ^ 


FIN. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


Pages. 
Prf.fack V 


PREMIEHE  PARTIE. 

Ensembles  mesurables  et  intégrale  de  Lebesgue. 

CHAPITRE    I. 

NOTIONS    GÉNÉRALES    SUR   LKS   ENSEMBLES    DE    POINTS. 

1 .  Définitions  et  tliéorèmes  fondamentaux i 

2.  Opérations  sur  les  ensembles 5 

3.  Ensembles  ouverts  et  fermés  sur  un  domaine lo 

CHAPITRE    II. 

MESURE  DES  ENSEMBLES  ET  FONCTIONS  MESURABLES. 

1 .  Ensembles  mesurables i6 

2.  Fonctions  mesurables 27 

3.  Ensembles  et  fonctions  mesurables  (  B  ) 3i 

4.  Classification  des  fonctions  et  des  ensembles  mesurables  (B).  Classes  de 

Baire ^^ 

CHAPITRE    III. 

INTÉGRALE   DE    LEBESGUE. 

1 .  Intégrale  d'une  fonction  bornée ....  og 

2.  Intégrale  d'une  fonction  sommable 4^ 

3.  Réduction  des  intégrales  doubles JO 

4.  Comparaison  avec  l'intégrale  de  Riemann 53 

DEUXIÈME    PARTIE. 
Fonctions  additives  d  ensemble. 

CHAPITRE    IV. 

NOTIONS    GÉNÉRALES   SUR    LES    DÉRIVÉES    ET   LES    RÉSEAUX. 

1 .  Généralités  sur  les  fonctions  additives   Ô7 

2.  Dérivées  des  fonctions  d'ensemble 59 

3.  Dérivées  sur  un  réseau o' 

4.  Réseaux  conjugués o  f 


I  )4  'r\BI.K    ltl>    M«TIKHES. 


(llAI'lIlth     \ 


PONCTIONS  U  KNSEMBLK  ADSOI.L'MENT  CONTINIES  KT  ADUtTIVKS. 
INTrOKALKS    INDÉPIMES. 

1 .  Propriftcs  drs  dérivées  sur  un  réseau. ...  

2.  nérivalicHi  des  intégrales  iiidélinics ...  -» 

3.  Majorante  et  niinoranle -\ 

i.  l'onction   absolument   continue  d'une  \ariiilile  x.   Fonction   d'ensemble 

quelle  définit -6 

5.      Fonction  absolument  continue  de  deux  variables  X,  ^ .       Ko 

CIIM'lll;!,    M 

FONCTIONS    ADOITIVKS   H  ENSE.MIILK   NOHMAL. 

1.  Tliéorémes  mnéraux  sur  les  fonctions  additives 83 

■J.  Dérivation  des  fonctions  conlinuesel  additives  d'ensemble  linéaire  normal.  90 

3.  Fonctions  additives  (l'ensemble  spatial  normal.  l)érivalion  sur  un  réseau.  <j6 

•i .  Fonction  continue  à  variation  bornée  de  j: 98 


ri;()i>ii:Mi:  I'\ktik. 

Classes  de  Baire. 
CM  M'ii  i;i;  vu. 

FONCTIONS   DK  CLASSK    I.  THKOHÏlMF.    KT   J'UOBLI.MK    I>E    BAIHK. 

1 .     Ensemble»  ouverts,  fermés,  compacts  sur  un  ensemble  parfait io4 

"2.      Le  théorème  auxiliaire 107 

'A.     Késolution  du  problème  auxiliaire 11  j 

4.      Condition    nécessaire  et   suffisante  de   Lcbesgue.   Solution  du  problème 

de  Haire *  1 15 

.">.      'l'Iiéorème  de  It.iire iQi 

CIIAl'iriUC  VIII. 

FONCTIONS   OK  CLASSE  a.   CONDITIONS   OENKIIAI.ISÉES   I)i:   LKBF.SQIIE   KT   HK   BAIHK 

1.  'l'Iléorèmes  (;énérau\  sur  les  foiiclinns  de  classe  a..  lafî 

'2.  KnscmbIcs  O  et  F  de  Lebespuc i3i 

.'t.  Condition  généralisée  de  Lebesguc i3() 

4.  Condition  (généralisée  de  Bairc \\i 

5.  lixislcnre  des  classes ,                                            t^b 

PIN    DK    I.A    TABI.K    DIS    MATIKKEB. 


l'ai*'.  '      iinp.  (ÎAi  mil  ii-Vii.LAiift  KT  (/*,  i|ii>ii(l('»  (ir•lllli^-Aug.  i>liiii>,  f):'). 


0 


QA      La  Vallée  Poussin,  Charles  Je; 
312     de 

^^^        Intégrales  de  Lebesgue 


Physical  & 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 


UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


